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2. Ubungsblatt fiir die Woche vom 11. bis 15. Miirz 2019

AUFGABE 2.1. Wiederhole die Begriffe Aquivalenzrelation, Aquivalenzklasse und Quoti-
entenmenge. Gib einige mathematische Beispiele.

AUFGABE 2.2. Sei H eine nicht leere Menge und +: H x H — H eine Verkniipfung mit
folgenden Eigenschaften. Fiir alle a,b,c € H gelte:
(i) a + b = b+ a (Kommutativitéit)
(i) a + (b4 ¢) = (a + b) + ¢ (Assoziativitit)
(ili) a 4+ ¢ = b+ c = a = b (Kiirzungsregel)
Ein neutrales Element oder additive Inverse (Gruppenaxiome) werden nicht vorausgesetzt.
(a) Zeige, dass durch (a,b) ~ (a',V') :& a+ b = a’ + b auf H x H eine Aquivalenzrelation
definiert ist. Bezeichne die Quotientenmenge mit G := (H x H)/~. Fiir die von (a,b) €
H x H reprisentierte Aquivalenzklasse schreiben wir [a, b].
(b) Zeige, dass durch |[a, b] + [¢,d] := [a + ¢, b+ d] auf G eine Operation + wohldefiniert ist.
(c) Zeige, dass (G, +) eine abelsche Gruppe bildet.

AUFGABE 2.3. In der Situation von Aufgabe 2.2]sei ¢ € H fix. Betrachte die Abbildung
o H— G, t(a) == [a+c,d.

(a) Zeige, dass ¢ nicht von der Wahl von ¢ abhéngt.

(b) Zeige, dass ¢ ein Homomorphismus ist, d.h. ¢(a + b) = ¢(a) + ¢(b) fiir a,b € H.

(c) Zeige, dass ¢ injektiv ist. Wir konnen daher H mit der Teilmenge «(H) C G identifizieren.

(d) Zeige, dass jedes g € G von der Form g = t(a) — ¢(b) ist, fiir geeignete a,b € H.

(e) Zeige, dass ¢ bijektiv ist, wenn wir mit einer Gruppe H beginnen. In diesem Fall liefert
die Konstruktion also nichts Neues.

AUFGABE 2.4. In der Situation von Aufgabe [2.2] setzen wir weiters voraus:

(iv) Sind a,b € H, dann tritt genau einer der folgenden drei Fille ein: Entweder existiert
xr € H mit a + x = b; oder a = b; oder es existiert x € H mit a = b+ x.

Zeige, dass in dieser Situation folgendes gilt:
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(a) t(a) # 0, fir alle a € H.
(b) t(a) # —u(b) fiir alle a,b € H.
(c) Zu jedem g € G \ {0} existiert a € H mit g = ¢(a) oder g = —(a).

Identifizieren wir H via ¢ mit der Teilmenge «(H) C G, dann gilt also
G\{0} =(-H)UH und (—H)NH =1,
wobei —H ={—a:a € H}.

AUFGABE 2.5. In der Situation von Aufgabe [2.2] nehmen wir weiters an, dass auf H eine
kommutative und assoziative Multiplikation definiert ist, fiir die das Distributivgesetz gilt,
d.h. fiir beliebige a,b,c € H gelte:

ab = ba, a(bc) = (ab)c, und  a(b+c) = ab+ ac.

(a) Zeige, dass durch [a, b] - [c, d] := [ac + bd, ad + bc] auf G eine Operation wohldefiniert ist.
(b) Zeige, dass (G, +,-) ein kommutativer Ring ist.

AUFGABE 2.6. In der Situation von Aufgabe [2.5] zeige weiters:

(a) Zeige t(a) - [c,d] = |ac, ad] fir beliebige a,c,d € H.

(b) Zeige t(ac) = t(a)i(c) fir a,c € H.

(c) Zeige, dass der Ring G ein Einselement besitzt, wenn fiir die Multiplikation in H ein
neutrales Element existiert.

AUFGABE 2.7. Wenden wir obige Konstruktion auf H = N = {1,2,3,...} an, erhalten
wir G = 7Z mit der iiblichen Addition, vgl. Einfithrung in die Mathematik. Wir wollen hier
eine direktere (aber weniger elegante) Konstruktion von Z skizzieren. Dazu fixieren wir o ¢ N
und zu jedem a € N ein a’ ¢ {0} UN so, dass a’ # V' fiir alle a # b gilt. Wir betrachten nun

Z:={d:aeN}U{o}UN={...32101,2,3,...}

und dehnen die Addition von N zu einer Verkniipfung +: Z x Z — Z wie folgt aus. Fiir
g€ Zseig+o:=gund o+ g:=g. Fiir a,b € N setzen wir:
a+bv:=(a+0b)
r fallsa+x =0 fir ein x € N,
a+b:=<0 fallsa=>b, und
(2" fallsa=0b+ux fiireinz € N.
2 fallsa+ax =0 fir ein x € N,
a+V : =<0 fallsa=>b, und
x falls a = b+ x fiir ein x € N.

Zeige, dass (Z,+) eine abelsche Gruppe bildet. Da der Beweis des Assoziativgesetzes eine
unangenehme Fallunterscheidung erfordert, iiberpriife diesbeziiglich nur

a+(b+c)=(d +0b)+ec,

fiir a,b,c € N.



AUFGABE 2.8. In der Situation von Aufgabe 2.7 dehnen wir nun auch die Multiplikation
von N zu einer Verkniipfung -: 7 x Z — Z wie folgt aus. Fiir g € Z sei og := o und go := o.
Fiir a,b € N setzen wir

a'b := (ab)’, ab' :=(ab)’  und 'V := (ab).

Zeige, dass (Z, 4+, -) einen kommutativen Ring mit Eins bildet. Da der Beweis der Assoziativ-
und Distributivgesetze umfangreiche Fallunterscheidungen erfordert, iiberpriife diesbeziiglich
nur

(a'b)e = d'(be) und (@' +b)e=d'c+ be,
fiir a,b,c € N.
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