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8. Ubungsblatt fiir die Woche vom 6. bis 10. Mai 2019

AUFGABE 8.1 (Euklids Tangentenkonstruktion). Sei I' ein Kreis mit Mittelpunkt M und
A ein Punkt im AuBeren von I'.

(a) Erklare, warum die Strecke M A den Kreis I' in einem Punkt B schneidet.

(b) Sei t die Tangente an I'" im Punkt B und bezeichne I den Kreis mit Mittelpunkt M
durch A. Erkléare, warum ein Schnittpunkt C' € TV N ¢ existiert.

(c) Erkldre, warum MC den Kreis I' in einem Punkt D schneidet.

(d) Zeige, dass die Gerade durch A und D tangential an I ist.

Wie bekommen wir die zweite Tangente an I' durch A?

AUFGABE 8.2 (Umkehrung des Satzes von Thales). Sei AB Durchmesser eines Kreises
. Weiters sei C' ein Punkt, der nicht auf g(A, B) liegt. Zeige:

(a) Liegt C' im Inneren von I', dann ist ZACB stumpf.
(b) Liegt C' auf I, dann ist ZACB ein rechter Winkel.
(c) Liegt C' im Aufleren von I', dann ist ZACB spitz.

Hinweis: Bezeichne D den Schnittpunkt von I' mit dem Radius durch C'. Verwende den Satz
vom Auflenwinkel, um ZACB und ZADB zu vergleichen.

AUFGABE 8.3 (Neunpunktkreis auch Feuerbachkreis). Sei ABC ein Dreieck mit Hohen-
schnittpunkt H. Bezeichnen M,, M, M, die Mittelpunkte der drei Seiten, H,, Hy,, H. die drei
HohenfuBBpunkte und N,, Ny, N, die Mittelpunkte der Hohenabschnitte HA, HB, HC'. Zeige,
dass die neun Punkte M,, My, M., H,, Hy, H., Ny, Ny, N. auf einem Kreis liegen. Zeige dazu
der Reihe nach:

(a) Die Trigergeraden der drei Strecken AB, M, M, und N,N, sind parallel.

(b) Die Triagergeraden der drei Strecken C'H,, M,N, und M,N, sind parallel.

(¢) M,M,N,N, bildet ein Rechteck, d.h. ein Parallelogramm mit vier rechten Winkeln.
(d) M M.N,N. bildet ein Rechteck.

(e) Die sechs Punkte M,, My, M., N,, Ny, N, liegen auf dem Kreis mit Durchmesser M,N,.
(f) H, liegt auch auf diesem Kreis.

(g) Hp, und H, liegen ebenfalls auf diesem Kreis.

Beispiele unter http://www.mat.univie.ac.at/~stefan/Geometrie.32019.html
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AUFGABE 8.4 (Nachtrag zum Neunpunktkreis). Die Rechtecke im Beweis der vorange-
henden Aufgabe konnen zu Strecken degenerieren.

a) Gib ein Dreieck an, fiir das C = H = H, = H, = N, M, = N, und M, = N, gilt.

)
) Vervollstandige den Beweis in der vorigen Aufgabe im Fall degenerierter Rechtecke.
(d) Gib ein Dreieck an, fiir das H, = M, gilt.

e) Erklire, warum stets H, # M, gilt.
f) Kann H, mit N, zusammenfallen?

AUFGABE 8.5 (Winkelhalbierendensatz). Sei ABC' ein Dreieck und D ein Punkt im
Inneren der Seite BC'. Zeige:

|DB| |AB|
DAB = <DAC — = .
B N IDC| ~ JAC]
Hinweis: Sei £ der Schnittpunkt von ¢g(A, B) mit der Parallelen zu g(D, A) durch C. Zeige
|\DB|  |AB]

DAB = <AEC DAC = <ACFE =
< A ) < < ) IDC]| AE|

und verwende eine Charakterisierung gleichschenkeliger Dreiecke aus der Vorlesung.

AUFGABE 8.6 (AuBlenwinkelhalbierendensatz). Sei ABC' ein Dreieck und seien D, F zwei
Punkte mit Bx C'« D und B x A x F. Zeige:
|\DB|  |AB|
|IDC| — |AC|

Hinweis: Dies lésst sich analog zum Winkelhalbierendensatz beweisen.

IDAF = <DAC

AUFGABE 8.7 (Kreis des Apollonius). Seien A und B zwei verschiedene Punkte und
0 < X\ # 1. Zeige, dass die Menge

(X €€:|XA| = \XB|}

einen Kreis bildet und driicke seinen Radius durch A und § := |AB]| aus.
Nimm zunédchst A > 1 an und gehe wie folgt vor:

(a) Erklare, warum auf der Strecke AB genau ein Punkt C' mit |C'A| = A\|C'B| existiert und
driicke |C'B| durch A und ¢ aus.

(b) Erkldre, warum auf dem Strahl A(B> genau ein Punkt D mit |DA| = A\ DB| existiert
und driicke |DB| durch A und ¢ aus.

(c) Erklare, warum auf g(A, B) keine weiteren Punkte X mit | X A| = A\| X B| existieren.

(d) Driicke den Radius des Kreises I' mit Durchmesser C'D durch A und ¢ aus.

(e) Sei X ein Punkt mit | X A| = A\| X B|, der nicht auf g(A, B) liegt. Zeige der Reihe nach:
Der Strahl (XC> halbiert den Winkel ZAX B; der Strahl (X D> halbiert den Winkel
/ZBXF, wobei Ax X x F'; der Winkel ZC X D ist ein rechter; und X € I'. Schliefle daraus:

{X €& |XA =)\XB|} CT.

(f) Zeige "N T = (), wobei I'" den analogen Kreis fiir einen weiteren Parameter X' mit
1 < X # X bezeichnet.
(g) Verwende (f), um die umgekehrte Inklusion {X € £ : |[XA| = M| XB|} DT zu zeigen.

Welche Mengen erhalten wir in den Féallen A =1 und 0 < A < 1.
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Losungshinweise

ZU AUFGABE 8.1. (a) Da A im AuBeren von I liegt. (b) In der Vorlesung wurde gezeigt,
dass jede Gerade, die einen inneren Punkt eines Kreises enthilt diesen Kreis in zwei Punkten
schneidet. (¢) Da C im AuBeren von T liegt. (d) Nach dem SWS-Kongruenzsatz sind die
Dreiecke AMD und C'M B kongruent. Da ZM BC' ein rechter Winkel ist, muss also auch
ZM DA ein rechter Winkel sein. In der Vorlesung wurde gezeigt, dass dann g(A, D) tangential
an den Kreis ist, d.h. den Kreis nur in einem Punkt beriihrt. Bezeichnet C’ den zweiten
Schnittpunkt von IV mit ¢, und bezeichnet D’ den Schnittpunkt von MC’ mit I', so ist
g(A, D’) die zweite Tangente durch A an T'.

ZU AUFGABE 8.2. (b) folgt aus dem Satz von Thales. Sei nun C' ¢ I'. Beachte, dass der
Mittelpunkt M von I' im Inneren von ZAC B und auch im Inneren von ZADB liegt. Somit

JACB = <ACM + «BCM und <JADM + <BDM = <ADB = R.

Liegt C' im Inneren von I', dann folgt aus dem Satz vom Auflenwinkel <ACM > <ADM und
<BCM > <BDM, also <ACB > R. Liegt C' im Aufleren, erhalten wir analog <ACM <
<IADM und <BCM < <BDM, also <ACB < R.

ZU AUFGABE 8.3. (a) folgt aus dem Strahlensatz.
(b) folgt aus dem Strahlensatz.
¢) Da g(A, B) normal auf g(C, H.) steht, sind die vier Winkel rechte (Stufenwinkelsatz).
d) folgt aus (c¢) durch Vertauschen der Rollen von B und C, d.h. analog zu (c).
e) folgt aus (c) und (d) mit der Umkehrung des Satzes von Thales.
f) folgt ebenfalls aus der Umkehrung des Satzes von Thales.
(g) Auch M, N, und M_.N, sind Durchmesser desselben Kreises, also liegen auch Hj, und
H,. auf diesem Kreis.

(
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(
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ZU AUFGABE 8.4. (a) Jedes Dreiecke mit rechtem Winkel ZBC A hat diese Eigenschaft.

(b) Fiir die Streckenmittelpunkte gilt offensichtlich M, # M,. Daher sind die Parallelen
zu g(H.,C) durch M, und M, disjunkt. Da N, auf der Parallelen durch M, liegt, und N,
auf der Parallelen durch M, liegt, erhalten wir N, # N, und M, # N,.

(c) Ist M, = Ny, dann auch M, = N, und alle vier Punkte liegen offensichtlich auf dem
Kreis mit Durchmesser M,N,,.

(d) Jedes gleichschenkelige Dreieck mit |AB| = |AC| hat diese Eigenschaft.

(e) Da H, und M, auf den Trégergeraden verschiedener Dreieckseiten liegen, kénnen sie
nur iibereinstimmen, wenn sie mit dem gemeinsamen Eckpunkt C' zusammenfallen; es gilt
aber stets M, # C.

(f) Ja. Sei dazu ABH ein gleichschenkeliges Dreieck mit |AB| = |H B| und bezeichne C'
seinen Hohenschnittpunkt. Ist C' # B, dann bildet ABC' ein Dreieck mit Hohenschnittpunkt
H, fir das H, = N, gilt.

7U AUFGABE 8.5. Aus dem Stufenwinkelsatz und dem Strahlensatz erhalten wir:

|\DB|  |AB|

DAB = <AEC DAC = <ACE —_— =

< < : < < : DC| ~ [AB
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Damit folgt
I<DAB = <DAC & <AEC =<ACE
< |AE| = |AC|
DB| _|AB]
|DC|  |AC|

wobei in der zweiten Aquivalenz die Charakterisierung gleichschenkeliger Dreiecke aus der
Vorlesung (Satz 1.4.4) eingegangen ist.

Zu AUFGABE 8.6. Bezeichnet E den Schnittpunkt von g(A, B) mit der Parallelen zu
g(D, A) durch C. Dann gilt wie im Beweis des Winkelhalbierendensatzes:

<DAF = <AEC Stufenwinkelsatz
<DAC = <ACFE Stufenwinkelsatz
JAEC = <ACE < |AE| = |AC| gleichschenkelige Dreiecke
|DB| |AB|
==l trahl t
D] AE| Strahlensatz

Der Satz iiber die Halbierende des Auflenwinkels folgt durch Kombination dieser Tatsachen
wie im Beweis des Winkelhalbierendensatzes.

Zu AUFGABE 8.7. (a) Fiir jeden Punkt C' € (AB) gilt |C A —i— |CB| = |AB| = 6. Fiir

diese Punkte ist die Bedingung |C'A| = MCB| daher zu |CB| = A_+1 dquivalent. Da A > 0

haben wir 0 < %5 < 9, also existiert genau ein solcher Punkt C' im Inneren der Strecke AB.

(b) Fiir Jeden Punkt D am Strahl A(B> gilt |DA| = |DB|+ |AB| = |DB|+ 4. Fiir diese
Punkte ist die Bedingung |[DA| = A\|DB| daher zu |[DB| = 1% dquivalent. Da A > 1 haben
wir %7 > 0, also existiert genau ein solcher Punkt D am Strahl A(B>.

( ) Llegt X am Strahl <A)B, dann gilt |XA| < |XB|, was |[XA| = MXB| > |XB|
widerspricht. Fiir X = A oder X = B ist die Gleichung | X A| = M| X B| offensichtlich nicht
erfiillt.

(d) Der Durchmesser von I"ist |C'B|+|DB| = A+1 + 1% = 22 sein Radius daher 3.

(e) Aus dem Satz tiber die Winkelhalbierende erhalten wir

IABXA=2<gBXC.
Aus dem Satz iiber die Halbierende des Auflenwinkels erhalten wir
<IBXF =2<BXD,
wobei F' einen Punkt mit A x X % F' bezeichnet. Addition der beiden Gleichungen liefert
2R =<BXA+ <BXF =2(<«BXC +<BXD),

also R = <BXC + <BXD. Aus der Umkehrung des Satzes von Thales folgt X € I'.
(f) O.B.d.A. sei N > A. Dann gilt |C"B| = /\’+1 < /\+1 = |CB| und |D'B| =
12 = |DB]. Daher ist der Durchmesser [C"D'] von I zur Génze im Durchmesser (C
e thalten woraus sofort I' NIV = () folgt.
(g) Sei X € I'. Dann gilt | XA| = N|XB|, wobei X : \‘igll > 1. Aus (e) erhalten wir
X e€T". Nach (f) ist dies nur moglich, wenn A = X gilt. Somit | X A| = A\| X B].
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