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LOSUNGSVORSCHLAGE ZUM UBUNGSBLATT 1

Beispiel 1.

Bestimmen Sie das Innere, den Abschlufl und den Rand der Mengen
(a) Ay ={2€C|1<|z|<2}inC,
(b) Az :={(z,y) e R?|3Ir € Z:y=rz}in R?,
(¢) A3 =Q in R und
(d) Ay, =R\Qin C.

Liosung.

Wir wollen vorausschicken, daf$ aus der Definition direkt folgt, daf fir jede Menge A stets AcAcHA

gilt.
(a)

(b)

o Sei z ein Punkt mit 1 < |z| < 2. Setzen wir € = min{2 — |z|, |z| — 1}, so liegt wegen

1<|z|—e<|w|l<|z|+e<2

jeder Punkt w € B.(z) auch in Ay. Ist jedoch |z| = 1, so finden wir fir jedes € > 0 ein
w € B.(2), welches nicht in Ay liegt. Wir kénnen beispielsweise w = (1 — 5)z im Fall e < 1
und w = 0 im Fall ¢ > 1 wdhlen. Daher ist

A ={zeC|1<|z| <2}

Sei (zn)nen eine Folge in Ay, die in C konvergiert. Dann gilt wegen der Stetigkeit der Betrags-
Sfunktion:

| im z,| = lim |z,| € [1,2].
n—oQ n— o0
Alsoist Ay C{z € C|1< 2| <2}

Ist z € C ein Punkt mit |z| = 2, so gilt fir die Folge (zp)nen, 2n = (1 — n}H)Z, dafs 1 <
212| < |znl| < |2| = 2 ist, weshalb z, € Ay liegt, und

|2
n+1

|z — zn| = — 0 (n — o)

ist, weshalb (zn)nen gegen z konvergiert. Also ist Ay = {z € C |1 < |z| < 2}.
Fir den Rand bekommen wir daraus

QA=A \A={zeC||z]=1}U{zeC||z =2}

Sei e > 0 und B:(z,y) ein Kreis in R? um einen Punkt (z,y) € A2\ {(0,0)}. Dann isty = rx
fiir ein r € Z.. Wir wihlen nun § € ]0,1] so klein, daf |65 | < e ist. Dann ist jedoch (x,y+ %)
nicht in Az, da sonst ein 7 € Z mit y + 65 = Tz, also T —1r = g € 10, 1] existieren miifste.
Daher ist B-(z,y) keine Teilmenge von Ay und damit (z,y) ¢ As.

Es bleibt der Punkt (0,0) € Az. Dann gilt jedoch fiir jedes € > 0, daf (0, 5) ¢ Ay ist, weshalb
auch (0,0) ¢ Ay ist. Also ist Ay = ).

Ist (z,y) € R%\ Ag, so ist entweder x = 0 und y # 0 oder es gibt ein v € R\ Z mit
y = ra. Im zweiten Fall liegt der Punkt (z,y) zwischen den Geraden {\(1,|r]) | A € R} und
{A1, 7] +1) | A € R}. Bezeichnet € > 0 den kleineren der beiden Abstinde des Punkts zu den
beiden Geraden, so ist B:(x,y) N Az = 0, weshalb es keine Folge aus As geben kann, die gegen
(z,y) konvergiert. Somit ist in dem Fall (z,y) ¢ As.

Betrachten wir einen Punkt (0,y) mit y # 0, so kénnen wir die Punkte (zn,yn) = (;47,9),
n € N, betrachten. Dann ist (T, Yn)nen wegen y, = (n+1)x, eine Folge in Ay mit Grenzwert
(0,y). Damit haben wir also

TQZAQU{(O7y) ‘yER}
gefunden.



(c)

(d)

e Da das Innere leer ist, ergibt sich fiir den Rand 0As = As.

Da zwischen zwei beliebigen rationalen Zahlen eine irrationale Zahl liegt, haben wir in jedem offenen
Intervall in R eine irrationale Zahl. Daher ist Az = ().

Andererseits finden wir zu jeder irrationalen Zahl x eine rationale Folge (%)nelN, PnsGn € 7,

n

gn # 0, die gegen x konvergiert, zum Beispiel haben wir fir g, =n+ 1 und p, = |xq¢, |, daf

&<$_m(n+1)—1< 1

0<z—
= qn — n+1 “n+1

— 0 (n — o0).

Somit ist A3 = R und daher auch 0A; = R.

Da jeder Kreis in € um einen Punkt in R auch ein offenes Intervall in R enthdlt, und in jedem
offenen Intervall eine rationale Zahl liegt, bekommen wir wie vorhin Ay = (.

Da zwischen beliebigen rationalen Zahlen eine irrationale Zahl liegt, kénnen wir fiir eine beliebige

rationale Zahl g € R eine Folge (xp)new @rrationaler Zahlen mit x,, € |q,q+ ’rL-ll-l [ finden, die damit

gegen q konvergiert. Daher ist R C Ay.

Betrachten wir eine Zahl x +iy mit y # 0, so ist By (v +iy) N Ay = 0, weshalb wir keine gegen x +iy
konvergierende Folge in Ay finden konnen. Also ist Ay = R und damit 0A4 = R.

Bezispiel 2.
Sei n € IN\ {0}. Zeigen Sie, daf fiir jede Teilmenge A C C™ die Beziehung

A=Cr\4°

gilt, wobei A° = C™ \ A das Komplement von A in C" bezeichne.

Liosung.

5

Sei z € A. Dann existiert nach Definition ein Radius € > 0 mit B.(z) C A. Also gilt fiir jede Folge
(2n)new in A€, daf |z, — 2| > € fir alle n € N ist, weshalb die Folge nicht gegen z konvergieren
kann. Somit ist z ¢ A°.

D¢ Wir beweisen die Kontraposition: Sei also z ¢ A. Wir wihlen eine beliebige Folge (ep)nen positiver
Zahlen mit lim,,_,c £, = 0. Dann finden wir zu jedem n € N, einen Wert z, € B, (z) N A°. Damit
gilt fiir die Folge (zy)nen in AS, dafs

0<|lzn—2] <en—0(n— )
ist, sie also gegen z konvergiert, womit z € A¢ gezeigt ist.
Beispiel 3.

Bestimmen Sie, an welchen Stellen die Funktionen

(a)
(b)
(¢)

f1:[0,00[ = R, fi(z) = ¥/z, fir n € N\ {0},
fo: R =R, fo(z) = |z,
fs: R =R, fs(x) = +/[27],

(d) fs: R\ {0} R, fu(@) = (a2 + 2074 + 3)g(ja]) ", und

(8) f5: R — Rv f5(‘T) = :L']-]R\Q(x)a
stetig sind, wobei g: ]0, 00[ — ]0, o] eine beliebige stetige Funktion bezeichne und die Indikatorfunktion
14: R — {0,1} einer Menge A C R durch

1 firxzed
1 = ’
a(@) {0 firz ¢ A

definiert sei.



Losung.

(a)

(b)

(d)

(e)

Seien x € [0, 00[ und € > 0 beliebig. Wir wihlen § :== ™. Dann gilt fiir alle & € |z —§, 24+ 6[N[0, oo,

dajs
P<az4+e"<(Vr+e)"undzx <i+e" < (Vi+e)

ist. Also haben wir
Ve —e< Vi< Yr+e, und daher |f1(Z) — fi(z)| < e,

was zeigt, daff f1 in jedem Punkt x € [0, 00[ stetig ist.

Da f5 fiir jedes n € N auf dem Intervall |n,n + 1] konstant gleich n und damit stetig ist, jedoch
fm)=n#n—1=lm f(n— 1)

gilt, weshalb fo in n € N nicht stetig ist, ist fo genau auf R\ Z stetig.

Wie zuvor sehen wir, daf fs fir jedes n € N auf den Intervallen |—v/n + 1, —/n| und ]\/n, vn + 1]
konstant gleich v/n und damit stetig ist, jedoch fiir n € I\ {0}

fs(=vn) :\/757£V”*1:klglgof3(*\/”*%) und f3(v/n) = v/n # anlikliﬂgofS(\/”*%)

gilt, weshalb f3 in —/n und \/n nicht stetig ist.

Den Punkt 0 betrachten wir separat: Da f3 konstant gleich null auf |—1,1[ ist, ist f5 in O stetig.
Also ist f3 genau auf R\ {£/n | n € N} stetig.

Sei R\ {0} beliebig und (x)ren eine ebenfalls beliebige Folge in R mit limy_,o x = x. Dann gilt,

da kein Nenner gegen null geht, die Betragsfunktion und die dritte Wurzel stetig in x und g stetig
in |z| ist, daf

; = f5(x)

1 ) . .
lim fy(zy) = lim mi +2x,° +3 _ (limy— 00 g ) + 2(limy 00 o) "3 +
Foee koo g(|aw]) g([limy 0 z4|)

ist, weshalb fy auf ganz R\ {0} stetig ist.

Sei € Q\ {0}. Dann existiert eine Folge (xy)ren irrationaler Zahlen mit limg_yo0 2 = 2. Daher
haben wir

fs(x) =0# 2= lim xp = lim f(zy),
k— o0 k—o0

weshalb f5 in keinem Punkt in Q \ {0} stetig ist.

Ebenso finden wir jedoch auch fir x € R\ Q eine rationale Folge (yr)rew mit img_ oo Yy = .
Damit bekommen wir

fola) =2 #0= lim f(y),

so daf f5 auch in keinem Punkt in R\ Q stetig ist.

FEinzig in 0 finden wir, daf8 fiir jede Folge (zx)ren in R mit limy_, 0 2, =0

|f5(zr)| < |zx| fir alle k € N und damit klim f5(zr) =0
)

qgilt.

Bezispiel 4.

Sei

f:DcC—C, f(z):M



eine rationale Funktion mit zwei Polynomfunktionen p,q: C — C der Form

=
X
]
famE

(z —a;) und ¢(z ﬁ

fiir Punkte (a;)i%, und (b;)j—, in C, m,n € N.

(a) Bestimmen Sie die groBtmogliche Menge D C C, auf der f wohldefiniert und stetig ist.

(b) Bestimmen Sie die grofitmogliche Teilmenge D > D von C, fiir die eine stetige Funktion f:D—cC
mit f|p = f existiert.
Liosung.

(a) Die Funktion f ist genau fir alle z € C mit q(z) # 0 wohldefiniert. Da Polynomfunktionen stetig
sind, ist f als Quotient zweier stetiger Funktionen auf {z € C | q(z) # 0} = C\{b; | j € {1,...,n}}
auch stetig.

(b) Sei z =b; fir ein j € {1,...,n}. Wir definieren I. = {i € {1,...,m} | a; = z} und J, = {j €
{1,...,n} | bj = 2} und setzen IS = {1,...,m} \ I, und JS :={1,...,n}\ J..

Sei nun (z,)nen eine gegen z konvergierende Folge. Wir wihlen ein € > 0, fir das {a; | i €
{1,....,m}}NB.(2) C {2z} und {b; | j € {1,...,n}} NB.(2) = {2z} ist. Dann finden wir ein N € N
mit z, € B:(2) fiir alle n € N.

e Ist card(l,) > card(.J.), so haben wir daher mit f(z) =0, dafs
icrc\Zn — Gy
lim f(Zn) — lim HZGIZ< ) - Z)card(lz)—card(Jz) -0
n—r 00 n—oo Hj€J§ (Zn - b])
gilt.
o st card(l,) = card(J.), so bekommen wir

. HiEIC (Zn - ai) Hie]c (Z - ai) ~
1 n) = lim = z = .
nlj)go f(Z ) ngoc H jeJe (Zn - b7) Hje]g (Z — bj) f(Z)

o Fir card(l,) < card(.J,) haben wir jedoch

[Licre(zn — as) 1
lim f(z,)= lim
n—00 n— 00 H ic ]L( — bj) (Zn — Z)card(Jz)—card(Iz)

= Q.

Somit ist D = DU {z € C\ D | card(I,) > card(J.)}.

Beispiel 5.
Seien fi,..., fn: R — R, n € N\ {0}, stetige Funktionen. Zeigen Sie, daf die Funktion

g:R—=R, g(z) = jema%( fi(x),

stetig ist.
Losung.

o Wir bemerken, daj] fiir zwei reelle Zahlen a,b € R die Beziehung

max{a,b} = a—l—b—i— la —b])

2
gilt, da |a — b] = max{a,b} — min{a, b} und a + b = max{a,b} + min{a, b} ist.

o Auflerdem bemerken wir, daf$ fiir beliebige endliche Mengen A, B C R stets
max(A U B) = max{max(A), max(B)}

gilt, da fiir z .= max{max(A), max(B)} offenbar fir jedes a € A sowie fiir jedes b € B zwangsliufig
z > max(A) > a und z > max(B) > b gilt und zudem z € {max(A), max(B)} C AU B ist.



o Wir beweisen die Aussage nun nach Induktion in n € IN\ {0}. Sei also (fi)iew eine Familie von
Funktionen f;: R — R und

C:={n e IN\ {0} | gn ist stetig}, wobei g, = ?ax fi(z)
je
sei. Nach Voraussetzung ist g1 = f1 stetig, also 1 € C. Liegt n € C, so folgt, daf$ die Kombination

1
In+1 = max{gn; f’n+1} - 7(gn + f’n-i—l + |gn - fn-‘rl‘)

2
stetiger Funktionen wiederum stetig ist. Damit ist n+1 € C' und nach vollstindiger Induktion somit
C =IN\{0}.
Beispiel 6.

Bestimmen Sie, in welchen Punkten die Funktion

% fir y > =z,

0,00 = R, flz,y) = - fiir x >y,

1 firoz =y,
stetig ist.
Losung.

e Sei(z,y) € [0,00[? ein Punkt mity > x. Dann gilt fire = {|y—=z|, daff B-(z,y) C {(&,9) | § > 2}.
Ist nun (2, Yn)nen eine Folge in R?, die gegen (x,y) konvergiert, so gibt es ein N € N, fiir das
(T, yn) € Be(w,y) liegt fir alle n > N. Darum ist

Tn @

lim f(xnayn) = lim — = U]

weshalb [ im Punkt (x,y) stetig ist.

e Analog gilt fiir jeden Punkt (z,y) € [0, [? mit x >y, daff ein N € N mit (Zn,yn) € Be(z,y) C
{(Z,9) | g < &} fir alle n > N existiert, wenn (z,,Yn)nen eine gegen (x,y) konvergierende Folge
1st, und wir damit

lim f(xnayn) = lim I = Y
n—00 n—oo Iy, x
haben.
e Seiy =z > 0. Wir setzen ¢ = 1|z|, so daf B.(z,y) C [5|z], 00 ist. Fir eine gegen (z,y)

konvergierende Folge (Tpn,Yn)nen finden wir ein N € N so, daf (Tn,yn) € Be(z,y) ist fir alle
neIN mitn>N.

Dann gilt

1= lim w < f(zp,yn) < lim w =1,
e max{zn, o) e i, yn}
womit gezeigt ist, daf$ lim,, oo f(Zn,yn) = 1 und damit f stetig in (x,y) ist.
e Schlieflich betrachten wir den Punkt (0,0). Fir die gegen (0,0) konvergierende Folge (0,1) gilt
lim f(0,%)=0#1= f(0,0),

n—oo

weshalb f nicht stetig in (0,0) ist.

Beispiel 7.
Seien a,b € R mit a < b. Eine Funktion f: ]a,b[ — R heifit konkav, falls

FOx+ (1 =Ny) > Af(x)+ (1= f(y) fiir alle A € [0,1] und alle z,y € ]a, b]



gilt. Zeigen Sie, daf} jede konkave Funktion f: ]a,b][ — R auf ]a, b[ stetig ist.
Losung.

Sei (zp)nen eine Folge mit Grenzwert x € ]a,bl. Wir wdihlen einen beliebigen Wert € > 0, fir den
x—e,x+e € la,b| gilt. Da die Folge (x,)nen gegen x konvergiert, existiert ein N € N mit x,, € [x—e, x+¢]
fir allen € N mitn > N.

o Wir schreiben dann x, firn > N als Linearkombination der Punkte x und x + ope, wobei wir das
Vorzeichen oy, = sign(x,, — x) einfihren:

T = Apz+ (1 = \p)(z + 0pe),

woraus sich der Ausdruck

nc = 4n 1
An = LA OnE = =1——|z, —z|€]0,1]
One 5

fiir \,, ergibt. Insbesondere haben wir lim, ., A, = 1.

Damit folgt aus der Konkavitit der Funktion f, die untere Schranke
flan) = M f(@)+ (1= Ao) f(x+ ope) = 2z, fiir allen > N

an die Folge (f(xn))nen-

e Schreiben wir fiir n > N andererseits x als Linearkombination von x, und x — o,e, so bekommen
wir

T = ppTn + (1 — pn) (T — 0ne)
mait
OnE €

= = € [:,1].
H Tp—T+0pe T, —x|+e€ 2.1

Wiederum sehen wir, daf$ limy, oo b, = 1 ist.

Aus der Konkavitit folgt daraus

f(@) 2 pnf(wn) + (1 — pn) f(x — one),

also die untere Schranke

flz,) < uif(x) + (1 — :) flx — one) =y, fir allen > N.

Somit haben wir
Yn < f(xn) < 2z, fir allen > N
und

lim y, = f(z) = lim z,,
n—oo n—oo

woraus folgt, dafy die Folge (f(xy))nen gegen f(x) konvergiert. Damit ist gezeigt, dafi f in jedem beliebigen
Punkt = € ]a,b| stetig ist.

Beispiel 8.

Eine Funktion f: ]a,b] — R heiit unterhalbstetig, wenn fiir jeden Punkt = € ]a,b[ und jede gegen den
Punkt x konvergierende Folge (2, )nen

f(z) <liminf f(z,)

n—oo

gilt.



Zeigen Sie, daf} eine Funktion f: ]a, b[ genau dann unterhalbstetig ist, wenn die Funktion

fla b= R, f(a) = sup inf{f(y) [y € By (=)},

n+1

mit f {ibereinstimmt.

Liosung.

=

Angenommen f wire nicht unterhalbstetig. Dann finden wir einen Punkt x € |a,b| und eine Folge
(Tk)ken, so dafs

lim 2 =2 und liminf f(xy) < f(x)
k—o0 k—o0

gilt. Insbesondere existiert ein € > 0, so daf$ f(x) < f(x) — € fir unendlich viele k € N. Da x der
Grenzwert der Folge (xy)ren ist, existiert fir jedes n € N ein k, € N mit |z, — x| < %H und
fzg,) < f(x) —e. Also ist fiir alle n € N

inf{f(y) |y € B__(2)} < flan,) < flz) —¢

und daher f(z) < f(z) —e.

o Gilt umgekehrt f % f, so finden wir, da nach Definition f < f gilt, einen Punkt x € ]a,b[ mit

f(z) < f(x). Nach Definition des Infimums gibt es eine Folge (ypn)nen mit [yn — x| < n-1-1

n € N und

fur alle

Flon) < (1) |y € B (@)} + ——
. 1 P 1
< swp inf{f(y) [y € B (@)} + =7 = fl@) + =

Folglich ist

lim y, =2, aber liminf f(y,) < f(x) < f(2),

n—oo n—

weshalb f nicht unterhalbstetig ist.



