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LOSUNGSVORSCHLAGE ZUM UBUNGSBLATT 2

Bezispiel 1.
Seien A,B C Rund f1,f2: A— R, f: A— B und g: B — R gleichmifig stetige Funktionen.
(a) Zeigen Sie, dafi die Summe f; + fo: A — R gleichméBig stetig ist.
(b) Zeigen Sie, daf das Produkt fif2: A — R gleichméBig stetig ist, wenn f; und fo beschrinkt sind.
Finden Sie ein Gegenbeispiel fiir den Fall, dafl nur eine der beiden Funktionen beschrankt ist.
(c) Zeigen Sie, dafl go f: A — R gleichmiiBig stetig ist.
Losung.

(a) Seien fi,fa: A C R = R gleichmifig stetig. Dann existiert zu jedem € > 0 ein 6; > 0, sodass
|fi(x) = fi(y)] < e fir alle x,y € A mit |x — y| < §1. Genauso gibt es ein o2 > 0, fiir welches
|f2(x) — f2(y)| < e fiir alle z,y € A mit |v — y| < d2. Unter Verwendung der Dreiecksungleichung
gilt damit fir die Summe

[(fi + fo)(z) = (i + )W) < | fi(z) = fi(y)] + [fo2) — fa(y)] < 22
fiir alle z,y € A mit |x — y| < min{dy, d2}.

(b) Sind f1 und fo zusdtzlich beschrinkt, so erhalten wir, wieder unter Verwendung der Dreiecksunglei-
chunyg, die folgende Abschitzung fir alle z,y € A mit |x — y| < min{dy, I}

|[(fuf2)(2) = (frf) (W) = [(fLfo) (@) — () fa(y) + (@) fa(y) — (frf2) (¥)]
< |[(frf2)(@) = fr(@) f20)] + |1 (@) f2(y) — (f1f2) ()]

= [fi@)lf2(x) = f2(y)] + [L2(W)[1 f2(2) = f2(y)]
S ]\4[15 + ]\/[25,

wobei M; eine obere Schranke fir | f;| ist.
Als Gegenbeispiel betrachte man A = R, fi(z) = x, sowie die stickweise lineare ,Zick-Zack-
Funktion*
folx) =z —k|, xzelk—1,k+1], ke2Z.
Dann gilt fiir das Produkt

0, ke2z,

(Fif2) (k) = {k: ke2Z+1.

Wihlen wir nun beispielsweise € = 1, so miissen wir zeigen, dass wir fir jedes § > 0 zwei Punkte x,y
finden mit |z —y| < 6, aber | f1 f2(z) — fifa(y)| > 1. Setzt man x =k € 2IN und y = +min{6/2,1},
so gilt

|fif2(z) = fife(y)| = fifa(y) = (k +min{6/2,1}) min{d/2,1} — oo fiir k — oo.

(¢) Seie > 0. Da g gleichmiflig stetig ist, gibt es ein 6 = 6() > 0 sodass |g(x) — g(y)| < € fir alle z,y
mit |x —y| < 8. Da f ebenfalls gleichmdfig stetig ist, konnen wir aber auch ein v = ~v(6(g)) > 0
finden, sodass |f(u) — f(v)| < § fir alle u,v mit |u—v| < ~. Insgesamt gilt also fir alle solchen
u, v, dass |g(f(u)) —g(f(v))] <e.

Beispiel 2.
Bestimmen Sie, ob die Funktionen

(a) fi: R—=R, filz) =31, apz®, n € N, mit reellen Koeffizienten (ay)?_,,



(b) f2: R — Rv f2(x) = ﬁ»
Lipschitz-stetig und ob sie gleichméfig stetig sind.
Liosung.

(a) Im Fall f1(z) = a1z +ao gilt | f1(x) — f1(y)| = |a1||x —y|. Also ist f1 Lipschitz-stetig. Aus Beispiel 6
(mit o = 1) folgt, dass jede Lipschitz-stetige Funktion auch gleichmdfig stetig ist.

Polynome vom Gradn > 2 sind nicht gleichmdfig stetig auf R und somit auch nicht Lipschitz-stetig.

1. Variante: Wir zeigen dies, indem wir fir jedes 6 > 0 ein x finden, sodass |fi(x) — fi(x + 0)]
beliebig grof$ wird. Fir x > 0 liefert die umgekehrte Dreiecksungleichung

|fi(z+6) — Zak ((z + 8)F — zF)

> |an|((z +6)" Zlakl z+0)" —a").

Ist a, # 0, so ist diese untere Schranke ein Polynom vom Grad n — 1 > 1 in x, wobei der
Koeffizient der hdchsten Potenz positiv ist. Also gilt | fi(x +0) — f1(x)| = oo fiir z — co.

2. Variante: Nehmen wir an, die Funktion fo wdre fir ein n > 2 und a, # 0 gleichmdf$ig stetig.
Dann finden wir gemdfS Beispiel 5 Parameter a,b € 10,400 mit |fa(z)| < alz| + b fir alle
x € R. Das fiihrt uns jedoch zum Widerspruch

k—n

1>
x—+00 c\x| + b m—>+00 c —|— |1

= +400.

(b) Die Funktion fa ist sowohl Lipschitz- als auch gleichmdfig stetig aufgrund der folgenden direkten
Abschitzung

VY2 +1—Va?+1]
V2 + 1Wa? +1
N |22 — 3| _ e —yllz+yl
VZ+H1+VeZ+ 1 2+ L +va? 11

|f2(z) = fo(y)| = <V +1— Va2 +1]

< |z —vy| fir alle z,y € R.

Bezispiel 3.

Bestimmen Sie, fiir welche Parameter a € [0,00[ und p € { 1,4 5 ,2} (oder allgemeiner p € Q) die
Funktion

fila,00[ = R, f(z) = 2P,
Lipschitz-stetig und fiir welche sie gleichméfig stetig ist.

Losung.

e Fiir p =0 ist f konstant und damit offenbar fiir alle a € [0,00[ Lipschitz-stetig (und daher nach
Beispiel 6 automatisch auch gleichmdfig stetig).

e [stp=1, soist f ebenfalls Lipschitz-stetig fiir alle a € [0,00[, da |f(x) — f(y)| = |z — y| ist.

e Der Fall p < 0 ist reprdisentiert durch p = —1.
— Ista >0, so gilt firp=—1:

[z —yl _ |z —yl
2yl a?

[f(z) = f(y)l =

3

woraus Lipschitz-Stetigkeit folgt.
Fiir allgemeines p < 0, schreiben wir firy > x

f@) -l _ 1 -G

[z =yl alel+t 2 —1]




Wir betrachten daher die Funktion
2P —1

21 = .
g: 1,400 = R, g(2) o

Diese Funktion g ist als Zusammensetzung stetiger Funktionen stetig

Wegen der geometrischen Summenformel w™ —1 = (w )Zk 0 wk haben wir auferdem fiir
alle m,n € N\ {0}

|
—

n

m—1
m k £
zn —1= znfl g zm und ( znfl) zn =z —1,

k=0 =0
so daf$ wir
m k
zn —1 Zk 0 Zn
0
z 1 Z@ 0 Zn
schreiben kinnen.
e m
Daher gilt fiirp= —
— k
, 2Pl —1 D D i m
lim g(z) = — lim 2 =—limz " ="=—F=——=p
z—1 z—1 z—1 z—1 ZZ:O 2m n

Wir kénnen daher g mit g(1) := p stetig auf [1, +o0] fortsetzen. Da wir wegen lim,_, 4 g(z) =
0 ein C > 0 mit |g(z)| < 1 fir alle z > C finden kénnen und |g| auf [1,C] ein Maximum
besitzt, zeigt das, dafs g beschrdnkt ist.

Somit ist aber fir alle y > x (und aus Symmetriegrinden daher auch fir alle y < x)

|f(z) = f)] 1
< su Z)|,
|t —y|  — alrlt? ze]1,£oo[|g( )

was die Lipschitz-Stetigkeit von f beweist.

— Um zu zeigen, dass [ im Fall p = —1 und a = 0 jedoch nicht einmal gleichmdjig stetig ist,
betrachten wir zwei Punkte x = 1/k und y = 1/(k + 1) fiir k € IN. Fiir wachsendes k liegen
x und y beliebig nahe beieinander. Andererseits gilt fiir die entsprechenden Funktionswerte

|f(z) = fy) = 1.

Fiir allgemeines p < 0 und a = 0 kénnen wir wie in Beispiel 5 argumentieren, um zu sehen,
dafy Parameter b,c > 0 mit | f(z)| < bx + ¢ existieren miifiten, wenn f gleichmdiflig stetig wire.
Das ist jedoch nicht mdéglich, da wir sonst den Widerspruch

o S@

*x—>0bz+c _xl—%m = oo
hdtten.
e Betrachten wir nun den Fall p € ]0,1], reprdsentiert durch p = 1/2.
— Fir a > 0 haben wir firp = %, daf$ [ wegen

z—yl _ |z -yl

@) - W= e <

Lipschitz-stetig ist.
Fiir allgemeines p € |0, 1] schreiben wir fir x <y

fl@)—fl _ 1 [P -1 _ 1

eyl o o1 el
Wie zuvor haben wir firp = "
m—1_k
ll_{nlg(z) = ;1_% Z’;_Z ,:n =p und Erfoog( z) =0,



so dafl g auch in diesem Fall eine beschrinkte Funktion ist. Somit gilt wieder fir alle x # y:

@ =fwl L o e,

|z —yl ~oalwp z€]1,+00]

was die Lipschitz-Stetigkeit und damit insbesondere die gleichmdfige Stetigkeit beweist.

— Fir a = 0 erhalten wir aus dem Ldosungsvorschlag von Beispiel 3.(a) von Ubungsblatt 1 die
gleichmiflige Stetigkeit der Wurzelfunktion f(x) = /x auf ]0,00[. Allerdings erhalten wir fir
die Punkte x = %5 und y = 6 den fiir 6 — 0 unbeschrinkten Ausdruck

@)= fy)] _ 22
|z =yl Ve
weshalb die Funktion nicht Lipschitz-stetig ist.

Daf f fir allgemeines p € ]0,1[ nicht Lipschitz-stetig ist, sehen wir mit x = g und y = 6
ebenso direkt aus

f@) —fl _ 1 2, .
ey~ a9 = 5 =) = 40 (60).

Um die gleichmdfige Stetigkeit zu zeigen, schreiben wir wiederum fir 0 <z <y

@) sl = E= g2 < 'xyffj'zz%gum(zu

wobei die auf )0, 1[ definierte Funktion g: 10,1 — R, g(z) = ZZP__ll, wegen lim, o g(z) = 1 und
lim, 1 g(2) = p ebenfalls beschrinkt ist.
Mit |y — x| =y —x <y folgt daher

|f(@) = fW)] < [z =yl sup |g(2)],
2€]0,1]

weshalb f Hdélder-stetig mit Exponent p und daher nach Beispiel 6 insbesondere gleichmdfSig
stetig ist.

e Daf f im Fall p > 1 (insbesondere fiir p = 2) fir kein a € [0, 00 gleichmiflig stetig ist, folgt wie
zuwvor daraus, daf$ keine Parameter b,c > 0 mit |f(x)| < bx + ¢ existieren kénnen, da sonst

s V@)
z—+oo bx + ¢

= 400

gdlte.

Bezispiel 4.
(a) Finden Sie eine Funktion f: ]0,1] — R, welche stetig und beschrinkt, aber nicht gleichméBig stetig
ist.

(b) Finden Sie eine Funktion g: [0, oo[ = R, welche stetig und beschrinkt, aber nicht gleichméfig stetig
ist.
Losung.
Sei z : R — R die Zick-Zack-Funktion aus Beispiel 1, Punkt (b).
(a) Wir definieren f:]0,1] — R als f(z) = z(1/z) und zeigen, dass wir fir jedes 6 € ]0,1] zwei
Werte x,y mit |z — y| < 0 finden sodass |f(x) — f(y)| = 1. Setzen wir beispielsweise x = 1/k und

y=1/(k+1) fir k € 2IN, so ist klar, dass wir |x — y| beliebig klein machen konnen. Andererseits
gilt

[fx) = fy)l==2(k+1)=1



(b) Diesmal definieren wir g: [0,00] — R iiber g(x) = z(x?). Wir argumentieren wie in Punkt (a).
Setzt man x = Vk und y = Vk + 1 fir k € 2IN, so konvergiert der Abstand

1
r—y =\//<:+1—\/E:7
| | VE+1+Vk

fiir steigendes k gegen 0. Andererseits ist

l9(z) —g(y)| = 2z(k+1) = 1.

Beispiel 5.
Sei f: R — R eine gleichméfBig stetige Funktion. Zeigen Sie, daf} reelle Zahlen a, b, c,d € R mit

alr| +b < f(z) < clz| +d fiir alle x € R

existieren.
Losung.

Da f gleichmdfig stetig ist, finden wir ein § > 0, fir das |f(z) — f(y)| < 1 st fir alle x,y € R mit
|z —y| < 0. Damit gilt fir alle x € R

Damit haben wir

7)1~ gla] < —17@)] < f(@) < @) < [FO) + 1+ 5l

Bezispiel 6.

Wir nennen eine Funktion f: I — R auf einem Intervall I C R Holder-stetig zu einem rationalen?
Exponenten « € ]0, 1], falls eine Konstante C' € R mit

[f(z) = f(y)] < Clz —y|*
existiert. Zeigen Sie, dafl jede Holder-stetige Funktion f: R — R zu einem rationalen Exponenten o €
10, 1] gleichmé&Big stetig ist.
Losung.

Sei e > 0. Dann gilt fir 6 = (%)%
(

lt —yl <0 = |f(z) = fly)| < Cle —y|* <C§ = ¢ fir alle z,y € R.

Beispiel 7.

Bestimmen Sie die lokalen und globalen Extrema der Funktion
fR=R, f(z)=]|xz—1)*-2|

Losung.

Die Punktion f hat kein globales Maximum, da f(x) — oo fir |x| — co. Andererseits sind wegen f >0
die Nullstellen 12 =1+ V2 globale Minima von f.

IDie gleiche Definition samt folgender Aussage gilt genauso fiir irrationale Exponenten. Wir formulieren es jedoch nur
fiir rationale Exponenten, da das Potenzieren mit irrationalen Exponenten bisher noch nicht eingefiihrt wurde.



Um die lokalen Extrema zu bestimmen, betrachten wir das quadratische Polynom f(x ) = (z—1)>—2. Es
gilt f = —f auf dem Intervall [1—+/2, 1—&-\[] und f = f auf dessen Komplement. Da f auf]—o0, 1] streng
monoton fallend und auf |1, 4o00[ streng monoton wachsend ist, besitzt das quadratische Polynom f genau
ein Extremum, ndmlich das Minimum in x = 1, wo [ daher ein lokales Mazimum besitzt. Und auferhalb
der drei gefundenen Extrema ist f streng monoton, weshalb es dort keine lokalen Extrema haben kann.

Beispiel 8.
Seien a,b € R, a < b, und f: [a,b] = R eine unterhalbstetige Funktion.
(a) Zeigen Sie, dafl f in [a, b] ein globales Minimum besitzt.
(b) Geben Sie ein Beispiel einer unterhalbstetigen Funktion f: [a,b] — R, die kein globales Maximum
besitzt.
Losung.

(a) Ist [ nach unten nicht beschrinkt, so finden wir fiir jedes k € IN\ {0} einen Wert xj, € [a,b] mit
flzg) < =k, so daf$ die Folge (f(zx))52, uneigentlich gegen —oo konvergiert. Und ist f nach unten
beschrankt, so wihlen wir die Folge ()52, in [a,b] derart, dafl

Jnf 1) < () < inf, fa) + % fir alle k € N\ {0}

gilt und daher limy_, o f(xr) = infyepqp) () ist.

Da (z1)32, eine Folge in [a,b] ist, ist sie beschrinkt und besitzt daher eine konvergente Teilfolge
(Tk, )een. Fir & :=limy_,o xk, gilt dann wegen der Unterhalbstetigkeit von f:

F(@) < Jim flay,) = lim flo).

Insbesondere kann daher (f(x1))52, nicht uneigentlich nach —oo konvergieren, weshalb die Funktion
f mach unten beschrinkt sein mufl. Damit haben wir also

inf f(x) < f(7) < lim f(ay) = mf f(z),

z€la,b] :— 00 z€la,b]
weshalb f(T) = inf,epqp) f(x) ist und f somit an der Stelle T das globale Minimum hat.
(b) Die Funktion

r, x#1,

f:00,1] — R, f(o:){o -

ist stetig auf [0, 1] mit einem Minimum bei x = 1. Daher ist f unterhalbstetig auf [0,1]. Allerdings
hat f kein Mazimum, da fir jedes x € [0, 1] die Ungleichung f((x +1)/2) > f(z) gilt.



