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Bezispiel 1.

Sei f: R — R eine stetige, iiberall positive Funktion mit f(z) — 0 fiir |z| — oo. Zeigen Sie, daf} f ein
globales Maximum hat.

Losung.

Da [ stetig ist, hat f ein Mazimum auf jedem Intervall [—n,n], n € IN. Hditte f nun kein globales
Mazimum auf R, so miisste fiir jedes n € N ein x,, € R existieren mit |x,| > n und

f(zy) > max f(z) > f(0) > 0.

—n<z<n

Mit anderen Worten hitten wir eine Folge (z,,)nen mit |x,,| — oo, fir welche f(x,) aber nicht gegen 0
konvergiert, was im Widerspruch zur Annahme steht. Somit muss [ ein globales Maximum auf R haben.

Bezispiel 2.

Es bezeichne z: R — R, z(z) = |z — 2[$(z + 1)]|, die in den Losungen von Ubungsblatt 2 verwendete
Zick-Zack-Funktion. Bestimmen Sie, ob die Gleichungen

(a) z100 + m =42 und

(b) z(x) =2 -1
Losungen = € R besitzen.
Losung.

(a) Wir definieren die Funktion f: R — R, f(x) = 21001 + m Sie ist als Zusammensetzung

stetiger Funktionen stetig. Es gilt £(0) = 1 < 42 und f(2) > 21901 > 42. Somit muss laut Zwischen-
wertsatz ein x € )0, 2] existieren mit f(x) = 42.

(b) Wie oben definieren wir die stetige Funktion g: R — R, g(x) = z(z) — x. Wegen g(1) = 0 und
9(2) = =2, existiert ein x € ]0,2[ mit g(x) = —1.

Bezispiel 3.

Beweisen Sie die folgende Verallgemeinerung des Fixpunktsatzes: Seien a < b € R und f: [a,b] — [a, ],
g: a,b] — R stetige Funktionen, wobei entweder g(a) = a und g(b) = b oder g(a) = b und g(b) = a gelte.
Dann gibt es ein z € [a,b] mit f(x) = g(x).

Liosung.

Wir betrachten die Funktion
h:la,b] = R, h(z)=f(z)—g(z).
Sei zundchst g(a) = a und g(b) =b. Da a < f(x) <b fir alle x € [a,b] ist, gilt
h(a) = f(a) —a >0 wund h(b)=f(b)—b<0.
Nun garantiert der Zwischenwertsatz die Existenz eines x € [a,b] mit h(z) = 0, also f(x) = g(x).
Ist andererseits g(a) = b und g(b) = a, so folgern wir umgekehrt, dass
hia) = f(a) —b<0 wund h(b)=f(b)—a>0.

Wiederum liefert der Zwischenwertsatz die Existenz eines x € [a,b] mit f(z) = g(x).

Beispiel 4.

Seien f,g: R — R monoton wachsende Funktionen auf R. Welche der Funktionen f + g, fg und go f
sind monoton wachsend? 1



Losung.

Im Folgenden seien x,y € R beliebige Zahlen mit x < y. Laut Annahme gilt, dass f(x) < f(y) und
g9(x) < g(y) ist.

Die Giiltigkeit von f(z)+g(z) < f(y)+g(y) folgt unmittelbar aus den beiden Ungleichungen fir f und g.
Also ist f + g monoton wachsend.

Dass fg im Allgemeinen nicht monoton wachsend ist, kann mit einem Gegenbeispiel gezeigt werden, zum
Beispiel f(x) =x und g(x) = —1 fiir alle x € R.

Setzen wir w = f(x) und v = f(y), dann gilt v < v wegen der Monotonie von f und folglich g(u) < g(v)
wegen der Monotonie von g.

Beispiel 5.

Sei I C R ein Intervall. Zeigen Sie, daf eine stetige Funktion f: I — R genau dann injektiv ist, wenn sie
streng monoton ist.

Losung.

= Sei f injektiv. Angenommen x,y € I seien zwei Punkte mit den Eigenschaften x < y und f(x) <
fy).
(i) Dann gilt fir jeden Punkt z € |y, +oo[, daff f(z) > f(y) ist, da sonst entweder f(z) = f(y) wire
oder wir nach dem Zwischenwertsatz fir einen beliebigen Wert a € |Jmax{f(x), f(2)}, f(y)]
Werte & € |z, y[ und & € Jy, z[ mit f(&1) = a = f(&2) hdtten, was beides der Injektivitit von
f widersprdche.

(ii) Ebenso gilt fir jedes z € ]—oo,x[ NI, daff f(z) < f(x) gelten muf, da sonst wiederum
entweder f(z) = f(x) wire oder wir nach dem Zwischenwertsatz fir einen beliebigen Wert
a € |f(x),min{f(y), f(z)}] Werte & € |z, x| und & € |z, y[ mit f(&1) = a = f(&2) hitten, was
beides der Injektivitit von f widerspriche.

(11i) Analog folgt fiir jeden Punkt z € |z, y[, daf$ f(x) < f(2) < f(y) gelten muf, da falls f(x) < f(z)
ist, aus Punkt (i) (beziiglich dem Punktepaar x und z) direkt f(y) > f(z) folgt, und falls
f(2) < f(y) ist, aus Punkt (i1) (beziiglich dem Punktepaar z und y) sofort f(z) < f(z) folgt.

Gibt es daher zwei Punkte x,y € T mit © < y und f(x) < f(y), so folgt fiir beliebige zwei Punkte

v,w e I mitv<w

o im Fall w < y, daff wegen Punkt (ii) oder Punkt (iii) (beziglich dem Punktepaar x und y)
f(w) < f(y) und daher wegen Punkt (ii) (beziiglich dem Punktepaar w und y) f(v) < f(w) <
f(y) gelten mug;

e im Fall x < w, daff wegen Punkt (i) oder (iii) (beziiglich dem Punktepaar x undy) f(z) < f(w)

und daher wegen Punkt (ii) oder Punkt (iii) (beziiglich dem Punktepaar x und w) f(v) < f(w)
gelten muys.

Somit ist f streng monoton wachsend.
Gibt es keine Punkte x,y € I mit x <y und f(z) < f(y), so gilt (wegen der Injektivitit) fir alle
x,y € I mit x <y stets f(x) > f(y), womit die Funktion streng monoton fallend ist.

=% Ist [ streng monoton, so gilt entweder f(x) < f(y) oder f(y) < f(x) fir alle Punkte x,y € I mit
x < y. Insbesondere ist daher f(x) # f(y) fir alle x,y € I mit x # y, womit die Funktion f injektiv

15t.
Beispiel 6.
Seien a,b,c,d € R und
ar+b
: D = .
I CR—-R, f(z) o d

(a) Bestimmen Sie die grofitmogliche Menge D C R, auf der f wohldefiniert ist, sowie das Bild f(R).

(b) Untersuchen Sie f auf Injektivitit und bestimmen Sie gegebenenfalls die Inverse f~1: f(R) — R.



Losung.

(a) Um die Menge D zu bestimmen, unterscheiden wir drei Fille

0, falls c =d =0,
D= <R, falls c =0, d # 0,
R\ {-4}, sonst.

Wir nehmen also in weiterer Folge an, dass nicht sowohl ¢ und d gleich 0 sind.

Um das Bild f(R) zu bestimmen, untersuchen wir, fir welche y € R die Gleichung f(x) =y eine
Lésung € D hat. Gibt es ein X\ € R mit a = Ac und b = \d, so folgt X =y = f(x) fir alle x.
(Man beachte, dass die Existenz eines derartigen A dquivalent ist zu ad = be.) Andernfalls lisst sich
f(x) =y umschreiben zu

z(a—cy)=dy —b.
Ist ¢ = 0, dann muss a # 0 gelten und wir kénnen nach x auflosen. Ist ¢ # 0, so lisst sich nach x

auflisen, falls y # < ist. Insgesamt erhalten wir

A, ad = be,
fR) =< R, ad # be und ¢ =0,
R\ {2}, ad# bc und c# 0.

(b) Um [ auf Injektivitit zu untersuchen, betrachten wir die Gleichung f(x) = f(Z) und erhalten nach
Umformung

(ad — bc)x = (ad — be)z.

Diese Gleichung ist erfillt, falls ad — bc = 0 oder x = Z. Also ist f genau dann injektiv, wenn
ad — bc # 0. In diesem Fall ist die Inverse gegeben durch

fy) = b

a—cy

Beispiel 7.

Bestimmen Sie, auf welcher Teilmenge des Definitionsgebiets die Funktionenfolge
(a) (fn)nE]Na fn: R—=R, fn(m) =",
(b) (gn)new; gn:10,1[ = R, gn(z) = n;f-p beziehungsweise

(¢) (hn)nen, hn: [0,1] = R, hy(x) = %(1 —(z —an)?),
punktweise konvergiert und ob sie auf dieser Menge auch gleichméflig konvergiert. Dabei bezeichne
(an)nen eine beliebige Folge in [0, 1].

Losung.
(a) Wir haben

0 fir |z < 1,
lim 2" =41 firx =1,
n—oo

+oo  firaz > 1,

und fir x < —1 konvergiert die Folge (x™)nen nicht einmal uneigentlich. Somit konvergiert die
Folge (fn)new punktweise auf |—1,1] gegen die Funktion 11y. Da 1;1y eine unstetige Funktion ist,
kann die Folge (fn)nen somit auf |—1,1] nicht gleichmdflig konvergieren.

(b) Fiir alle x € 10, 1] haben wir

=1

nh_?;o gn() = nh_)]ngo o 7%



Also konvergiert die Folge (gn)nen punktweise auf ganz 10, 1[ gegen die konstante Funktion 1: 10, 1] —
R, z+— 1.

Da sich die Funktion g, stetig zur Funktion g,: [0,1] — R, g,(x) = oy fortsetzen laft und
wegen §,(0) =0 fir alle n € N

lim g, (z) = 1jp1((x) fir alle x € [0,1]

n—roo

gilt, (gn)nen also punktweise gegen die unstetige Funktion 1jo1(: [0,1] — R konvergiert, kann sie
nicht gleichmdf$ig konvergieren. Das heifst, die Folge

( sup |gn(x) — 1]0,1[(x)|> = ( sup [gn () — 1)
z€[0,1] nelN z€]0,1] nEN

konvergiert nicht gegen null, weshalb (gn)new nicht gleichmiflig gegen 1 konvergiert.

Wir kénnen dies auch explizit verifizieren:

1
sup ‘gn(x) - 1| > |gn(%) - 1| = — fir alle n € IN.
z€]0,1[ 2

(¢) Wir haben

1 . 1 9 9
= == =—(1- — > 0.
Jél[%,}i] hn(x) = hy(ay) . und xrel’l[%){ll] b () n(l max{a;, (1 —a,)“}) >0

Also bekommen wir

1
lim sup |hy(z)| = lim — =0,
N0 2€00,1] neen

weshalb die Folge auf [0,1] gleichmdf$ig (und damit auch punktweise) gegen die Nullfunktion kon-
vergiert.

Bezispiel 8.
Zeigen Sie, daf} die Funktion

1« 2z
f.C\Z—)C, f(z) .—;‘F;m,

stetig ist.
Losung.
Fiir jedes N € N ist die Funktion

n

N
1 2z
fn:C\Z —C, fn(2) :=;+Zlﬁv

als Zusammensetzung stetiger Funktionen stetig.

1. Variante: Sei nun zg € C\ Z ein beliebiger Punkt. Wir definieren nun ng = ||Re(z0)|] + 1. Dann
gilt fir alle z € C mit |Re(z)| < ng und alle n € [ng + 1, +oo[, daf

|22 = n?| = |2 = n||z +n| > [Re(z — n)| [Re(z +n)| > (n — [Re(2)])* = (n — no)?

18t.
Bezeichnen wir nun mit R == min{|zo — n| | n € [—no,now} den kleinsten Abstand von zy zu den
Punkten in [—no,no|lw und betrachten die Menge

A={z€C||z— 2| < 3R, |Re(2)| < no},



so haben wir fir alle z € A und alle n € [0,n0]w, daf

R2
22 = 02 = |z = nl |z + 1 2 (120 = n| = |2 = z0l) (120 + 1l — |2 = z0l) = -
15t.

Setzen wir daher

2‘20‘+R ..
e 1, ,
ay = { oo firm € o+ 1 toclw, e e W o),
7= (2|z0| + R)  fiir n € [1,n0]n,

oo

so ist die konvergente Reihe Y >~ | ay eine Majorante fir die Reihe

oo

2z

sup|——s
22 2

n—1 z€A

)

weshalb fn auf A gleichmdf$ig gegen [ konvergiert, womit insbesondere gezeigt ist, daf$ f stetig in
zo und damit auf ganz C\ 7Z ist.

2. Variante: Betrachten wir die Differenz

> 2z - 1
G = 1= X Fm| <26 Y
n=N-+1 n=N+1

so kénnen wir diese fiir beliebig gewdihltes R > 0 gleichmdfig fiir alle z € Br(0) \ Z abschitzen,
sobald N > R ist. Dazu bemerken wir, dafs

R2
|22 —n?| > n? — |z > n?® — R? > n? <1_(N+1)2)

R? 2R+1
2 2 [
>n (1_(R+1)2>:(R+1)2n fiir alle z € BR(0)\ Z und n € [N + 1, 00[n

gilt. Daher haben wir

2R(R +1)° i %—>0(N—>oo)

= 1
sup |fn(z) — f(2)| < 2R <
2€BR(0\Z n§+1 n? — R? 2R+1 n=N+1

oo 1

wegen der Konvergenz der Reihe ) >~ | —.

Somit konvergiert (fn)nen auf jedem Ball Bg(0) \ Z, R > 0, gleichmdfig gegen f, weshalb [ in
jedem Punkt z € C\ Z stelig ist.



