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LOSUNGSVORSCHLAGE ZUM UBUNGSBLATT 4

Bezispiel 1.
Sei f: R — ]0, +0o0] eine stetige Funktion mit

flx+y) = f(z)f(y) fur alle z,y € R.
(a) Zeigen Sie, daf fiir jedes y € R und alle n € Z
flny) = (f(y)"
gelten muf.
(b) Folgern Sie, dafi wir damit fiir jedes y € R und jedes r € Q
fry) = (f)"
haben.
(¢) Schlieflen Sie dann, daB jede Losung f die Form
f(z) =a” fiir alle z € R

fiir ein a € ]0, +-o00[ hat.
Losung.

(a) Als erstes bemerken wir, daff wegen

£(0) = f(0+0) = (£(0))?

f(0) =1 ist.
Mt vollstandiger Induktion bekommen wir, daf8 fir beliebiges y € R

fny) = (f(y))" fir allen € Z

gilt: Die Induktionsverankerung ist durch f(0) =1 gegeben und haben wir f(ny) = (f(y))" fir ein
n € IN, so folgt direkt

F(n+1)y) = flny +9) = Fm)F(y) = (F)"F@) = (F@)"
Zudem folgt aus
1=f(0)=fly—vy) = fy)f(-y),
dap f(—y) = (f(y))~" ist. Gilt f(—ny) = (f(y))™" fir einn € N\ {0}, so folgt auferdem
f(=(n+1)y) = f(-ny —y) = f(-—ny)f(—y)
was mit vollstindiger Induktion die Behauptung liefert.
(b) Aus
fly) = f(nd) = (f(£)" fir allen € N\ {0}, y € R
ergibt sich weiters f(L) = (f(y))=, womit wir fir jedes r = ™ € Q mit m € Z und n € N\ {0}

Fm)y = (F()™ = ((f)™)™ = (fW)"

flry) = F(5y)

bekommen.



(c) Mit a:= f(1) haben wir daher (firy=1)
f(r)=a" fir aller € Q.

Da die Punktion x w— a” stetig ist, bekommen wir damit fir jedes x € R, indem wir eine Folge
(rn)nen in Q mit lim,_,~ r,, = @ betrachten, daf8

flx)= lim f(r,) = lim o™ =a”

n— oo n— o0
gilt.
Beispiel 2.
Wir betrachten die Sinusfunktion
> . 2k+1
sin: R — R, sin(x) = I;J(—l) ok D)
und die Cosinusfunktion
o0
cos: R — R, cos(x Z
k=0

(a) Zeigen Sie, dafl wir fiir alle z € [0, 5] die Abschétzungen

1 1 1
:c—gxggsin( r) <z — —x®+ —2° und

6 120
1 1 1
1-— 59:2 <cos(z) <1-— §x2 + ﬂafl
haben.

(b) Folgern Sie, dafi die Cosinusfunktion eine kleinste positive Nullstelle besitzt. Wir definieren die
Kreiszahl m dadurch, dafl diese Nullstelle gerade 7 sei.

Losung.

(a) Wir betrachten fir x € [0,5] die Reihen

2k+1 1,216

Zz ke Z (Qk)!'

k=2

Wegen

:E2k+3

(2k+3)! x 25
= — <1 lle k €[2 d
e GE T o)k 13) = a1 firalle k€ (2,00l un

2

2k+2
x 2
(2k+2)! T 25 .

2 _ <2 21 fiir alle k € [2
2 T Rk +2) 30 <1 fiir aile k € 2,00l

sind beides alternierende Reihen, deren Summanden im Betrag monoton fallenden Nullfolgen sind.
Daher liegen die Grenzwerte der Reihe zwischen 0 und dem ersten Summanden:

k: 4

22k+1 5 2
4

o x oo
SZ:: 2k+1) St zzj

was uns die Behauptung liefert.

(b) Wir haben cos(0) = 1 > 0 und nach Teil (a)

1 1 1
5(2) <1—=.924 — .94 — __
cos(2) < 3 +24 3<O7



weshalb die stetige Cosinusfunktion eine Nullstelle im Intervall 0,2 besitzen muf.

Betrachten wir nun die Menge N = {x € ]0,2[ | cos(z) = 0} aller Nullstellen in diesem Intervall,
so ist die Menge nicht leer, weshalb inf N € [0, 2[ ist. Sei (zn,)nen eine Folge in N, die gegen inf N
konvergiert, so gilt wegen der Stetigkeit des Cosinus, daff cos(inf N) = lim,,_, . cos(z,) = 0 und
somit inf N € N ist. Da das Infimum wegen cos(0) = 1 nicht in 0 liegen kann, ist damit inf N die
kleinste positive Nullstelle vom Cosinus.

Beispiel 3.
Schlieflen Sie aus Beispiel 2, daf§
(a) sin(3) =1,
(b) €™ =1 und
(¢) sin und cos periodische Funktionen mit der Periode 27 sind (was bedeutet, daf sin(z 4 27) = sin(z)
und cos(x 4 27) = cos(z) fiir alle z € R gilt).
Losung.

(a) Nach Definition der Sinus- und Cosinusfunktion haben wir
cos®(x) + sin(x) = |cos(x) + isin(x)[? = |exp(iz)|*.

Nach dem Additionstheorem fiir die Exponentialfunktion und der aus der Reihendarstellung fiir alle
z € C folgenden Identitit exp(z) = exp(2) gilt dann jedoch

2

cos?(x) + sin®(x) = |exp(iz)|? = exp(iz) exp(iz) = exp(i(z — z)) = exp(0) = 1.

Somit ist sin(5) € {—1,1} und es geniigt zu zeigen, daf sin(3) > —1 ist, was sofort aus unserer
Abschitzung in Beispiel 2, Teil (a), folgt:

—

sin(z) > x — gx?’ =uz(1— %m)(l + %1) >0 fir alle z € 10,v/6[ ©]0,2].

(b) Wir haben also an der Stelle 7 :
exp(Fi) = cos(§) +isin(F) = i.
Gemdajfs dem Additionstheorem gilt daher
exp(27i) = (exp(gi))4 =it =1.
(¢) Daraus folgt weiters fir alle x € R
cos(x + 2m) + isin(z + 2m) = exp(i(x + 27)) = exp(ix) exp(27i) = exp(ix) = cos(x) + isin(z),
weshalb
cos(z + 2m) = cos(x) und sin(z + 27) = sin(x)

gilt.

Bezispiel 4.

Beweisen Sie, daf3 die Funktion
fil-ma] = {z€C||z| = R}, f(p) = Re',
fiir jedes R > 0 bijektiv ist.

Losung.

Wir zeigen zuerst, dafi die Funktion surjektiv ist. Sei dazu z = x + iy ein beliebiger Punkt mit |z|> =
2% +y* = R%. Da cos eine stetige Funktion mit cos(0) = 1 und cos(5) = 0 ist, finden wir ein ¢ € [0, 5]



L12|. Wegen cos?(€) +sin?(€) = 1 fir alle € € R bekommen wir zusammen mit sin(¢) > 0

mit cos(¢) |.
damit auch sin(p) = £|y|. Um das Vorzeichen richtig zu bekommen, bemerken wir, daf

fiir alle € € [0,

=

]

NIE

cos(—¢&) = cos(§) und sin(—¢§) = —sin(&)

sowie
cos(& — ) +isin(€ — m) = exp(i€) exp(—im) = (—i)? exp(i€) = — cos(£) — isin(€)
gilt. Wir definieren daher

2 firx >0, y >0,
p—7 firxz <0,y <0,
—p firz >0,y <0,
T—¢ firz<0,y>0,

was uns cos(v) = x und sin(v) =y liefert.

Um die Injektivitit zu beweisen, seien o, ¢ € |—m, 7] mit f(p) = f(¢). Dann ist
. . . ™ P - ™
1 =exp(i(p — ¢)), alsoi=exp(i(p — ¢+ 5)) = cos(p — ¢+ ) +isin(p — ¢+ 5).

Somit ist o — ¢ + 5 eine Nullstelle des Cosinus. Da aber 5 die kleinste Nullstelle des Cosinus ist, also

im Intervall [0, 5[ keine Nullstelle existiert, liegt wegen cos(§ — ) = —cos(§) in [—m, — 5 ebenfalls keine

Nullstelle. Und wegen cos(—&) = cos(§) sind daher —% und 5 die einzigen Nullstellen in [—m,7]. Wegen
der Periodizitit mit Periode 2w muf daher ein k € 7, mit

<p—¢+g:g+7rk’, also p = ¢ + 7k

existieren. Wegen ¢, ¢ € |—m, | kommt damit nur ¢ = ¢ oder |p — ¢| = m in Frage. Da an der Stelle
» — ¢+ 5 allerdings zudem der Sinus 1 sein mufs, ist der zweite Fall wegen

sin(m + §) =sin(—7 + §) = —sin(3) = —1

ausgeschlossen, womit wir die Injektivitit gezeigt haben.

Beispiel 5.
Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Differenzierbarkeit ist ,stirker” als Stetigkeit: Ist f: R — R an der Stelle z € R differenzierbar, so
ist f in = auch stetig.

(b) Ableiten ist eine lineare Operation: Sind f,g: R — R an der Stelle x € R differenzierbar und
a,b € R, dann ist auch die Linearkombination af + bg bei z differenzierbar und es gilt

(af +bg)'(z) = af'(x) + by'(x).

Liosung.

(a) Unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass der Grenzwert lim,,_,, w existiert, berechnen wir

direkt

lim f(y) = f(z) + lim (f(y) — /() = (&) + lim (y — )22 =7

y—x y—x y—x y—x

= f(z) + lim (y — z) lim fy) ~ 1) = f(z)+0- f'(x)

Yy—T y—T y—x
= f(x).



(b) Die Rechenregeln fiir Grenzwerte liefern direkt, dass

y—x y—x y—w y—x
— lim (af(y) —fl@) | 9l) - g(x))
y—aw y— y—
_ i (@f T 09)(y) — (af +bg)(2)
y—a y—x
= (af +bg)' ().
Bezispiel 6.
Berechnen Sie die Ableitung der Funktionen
(a’) fl: R— R) fl(x) = ZZ:O akxka
(b) fo: R\{0} = R, fo(z) = 1,
(C) f3: ]0700[ - Rv fg(.'lf) = \/E
durch direkte Auswertung des Grenzwerts
lim fily) — fi(ﬂﬂ).
y—e Yy —x
Losung.
(a) Definieren wir die Potenzfunktion gi(z) = ¥, so wissen wir aus Beispiel 5.(b), dass f|(z) =

S or_oakgy(z) gilt. Also berechnen wir gliedweise

: : k
) + h)k — 2P 1 LA , .
/ — 1 (CC — 1 - ink—7g o k — l
g (xz) = lim = jm< j% p x'h z” | = lim

el
|
-

S

()
J

.
i
o

ity A .
= Z ( ,)xJ lim RF =971 = kbt
. i h—0
(b) Direktes Finsetzen liefert uns:
1 1 1 1 —h 1
——)=lm-|——)=—-=.
falw) = h—>0h($+h m) hgr%)h(m(a:—&—h)) x2

(¢) Multiplikation des Differenzenquotienten mit \/LJF1§ liefert

h 1
fila) = Jim & (Va+h— f)—iiohm+ﬁ»:2\/5'

Beispiel 7.
Bestimmen Sie, ob die Funktionen
. l O
(a) fi: R R, fifx)= {77 770
0, z =0,
2 qin L 0
(b) for R R, fola) =" e 270
0, z =0,

(c) f3: R =R, f3(z) = 2?1g(z),



an der Stelle x = 0 differenzierbar sind.
Losung.

(a) Der Grenzwert

h) —
10 = i BETED — iy in

existiert nicht. Also ist fy bei x = 0 nicht differenzierbar.

(b) Wegen der Beschrinktheit der Sinusfunktion gilt jedoch
15(0) = lim h in1 =0
2 a h—0 ° h o

(c¢) Analog haben wir

£4(0) = lim hlg(h) = 0.
h—0

Bezispiel 8.

Eine Funktion f: R — R heifit gerade, wenn f(x) = f(—x) fiir alle 2 € R, und ungerade, wenn f(x) =
—f(—x) fiir alle x € R gilt. Zeigen Sie, nur anhand der Definition der Ableitung, dafl

(a) die Ableitung einer geraden Funktion ungerade, und
(b) die Ableitung einer ungeraden Funktion gerade ist.
Losung.
(a) Da f gerade ist, erhalten wir
- ) — f(— —h) -
) JCE AN S b f()

h—0 h h—0 —h

Dieser Grenzwert ist unabhdngig von der betrachteten Nullfolge. Da h — 0 dquivalent zu —h — 0
ist, konnen wir —h durch h ersetzen. Somit ergibt sich

fle+h) - fz)

~f(a) = i JEEN 2O g
(b) Auf ihnliche Weise erhalten wir



