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Bezispiel 1.

Bestimmen Sie fiir beliebiges o € R die Konvergenzradien der Potenzreihen

@ > ;)
k=0

(b) i 1 Z2k+1
Lokl

=@
© 2 mper

wobei die Binomialkoeffizienten ((]:), k € IN, durch die Rekursion

« a\a—k
= —— fiir alle k € IN
<k+1> (k>k+1 ur alle k£ €

mit dem Anfangswert (‘3) = 1 definiert sind.

Bezispiel 2.
Wir betrachten die rekursiv durch

fate = fay1 + fo firallen € N

mit den Anfangswerten fp := 0 und f; := 1 definierte Fibonacci-Folge (f,)nen. Um eine explizite Dar-
stellung zu bekommen, siche Beispiel 3.(b), definieren wir zunéchst die Potenzreihe

F: BR(O) — C, F(Z) = ifnzn7
n=0

wobei R > 0 so gewéhlt sei, dal die Reihe auf Bg(0) konvergiere.

(a) Verifizieren Sie, daff ein Radius R > 0 existiert, fiir den die Funktion F' wohldefiniert ist.

(b) Folgern Sie aus der Rekursionsgleichung, da§ die Funktion F' durch

gegeben ist.

Beispiel 3.
(a) Schreiben Sie die Funktion F' aus Beispiel 2.(b) in der Form
z A B

1—z—z2:z—a+z—b

mit geeigneten Konstanten A, B,a,b € C und bestimmen Sie damit Koeffizienten (¢, )nen in € und
einen Radius r > 0, fiir die

z = .
——= Z cp2™ fiir alle z € B,.(0)
l—2z-2 o

gilt.



(b) Beweisen Sie, da8 die in Beispiel 2 definierten Fibonacci-Zahlen durch
1
= —— (1 +V5)" = (=1)"(V5 —1)") fiir alle n € N
fu= o (VB = (1" (V1))

gegeben sind.

Bezispiel 4.
Seia € R und f: R — R eine differenzierbare Funktion mit

f'(z) < af(z) fiir alle z € R.
Zeigen Sie, dafl

f(z) > e** f(0) fiir alle z € |—00,0] und
f(z) < e** f(0) fiir alle 2 € [0, +o00]

gilt.

Beispiel 5.

(a) Sei f: [a,b] — R stetig und n-mal differenzierbar auf ]a, b[. Beweisen Sie, daf} die n-te Ableitung
f@™:]a,b[ — R eine Nullstelle besitzt, falls f selbst n + 1 Nullstellen hat.

(b) Nutzen Sie Punkt (a) um die folgende Aussage zu beweisen:

Seien zp < 1 < -+ < zn in [a,b], g: [a,b] = R eine (N + 1)-mal differenzierbare Funktion und
p: [a,b] = R ein Polynom vom Grad héchstens N, welches g(x;) = p(z;) fir alle ¢ = 0,..., N
erfiillt. Dann gibt es fiir jedes = € [a,b] ein & € ]a, b[ mit

(N+1)
o) = plo) = T a(o)

wobei ¢(z) = Hf\io (x — x;) sei.
Hinweis: Betrachten Sie die Funktion
h(t) == q(z)(g(t) — p(t)) — q(t)(g(x) — p(x))

und zeigen Sie, dafl sie NV + 2 Nullstellen hat.

Beispiel 6.
Berechnen Sie die Grenzwerte
-1
(a) lim cos(w) = 1

x—0 (tan(x))2 ’

(b) lim (1 - E) fiir ein beliebiges € R und
n

n—0o0

, T
(c) Ih_,m% (33 - Z) tan(2z tan(x)).

Beispiel 7.

Wir betrachten die Funktion f: [-1,1] — R, f(z) :== (1 + 2)v/1 — 22. Bestimmen Sie
(a) die Extrema,

(b) das Monotonieverhalten,

(c) die maximalen Intervalle, auf welchen f konvex oder konkav ist, sowie

(d) die Grenzwerte lim,_, ;1 f/(z) und lim,_,; f'(x).

Skizzieren Sie den Graphen von f.



Beispiel 8.
(a) Berechnen Sie [e” cos(z)dx.

(b) Ermitteln Sie eine Rekursionsformel fiir die Folge (I,,)nen,

1
I, = [ ———dx.
/(x2+1)" ’



