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LOSUNGSVORSCHLAGE ZUM UBUNGSBLATT 5

Beispiel 1.

Bestimmen Sie fiir beliebiges o € R die Konvergenzradien der Potenzreihen

@ > ;)
k=0

(b) i 1 Z2k+1
ok+17

N
(c) kzzo (EN2(2k+1)° o

wobei die Binomialkoeffizienten (Z), k € IN, durch die Rekursion

o a\a—Fk
= fiir all N
<k+1> <k>k+1 iralle k

mit dem Anfangswert (g‘) = 1 definiert sind.

Losung.

(a) Ist « € N, so ist (‘I:) = 0 fir alle k& > «, weshalb wir eine endliche Summe und damit einen
unendlichen Konvergenzradius haben.

Ist o € R\ NN, so ist ((]:) # 0 fir alle k € IN und wegen

)a Zk+1 o k
lim 7(k‘+i) = lim o ‘|z\ = |z
k—o00 (k)zk k—oo k+1

konvergiert die Reihe nach dem Quotientenkriterium fir z € B1(0) absolut und divergiert fir z €
C\ B1(0). Somit ist der Konvergenzradius gerade 1.

(b) Mit

1 1
k ‘Z|E

= lim ——=——[z" = |2,
k—oo (2k + 1)%

lim
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ZQkJrl
k—o0
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bekommen wir aus dem Wurzelkriterium, daf8 die Reihe fiir z € B1(0) absolut konvergiert und fir
z € C\ B1(0) divergiert. Der Konvergenzradius ist daher ebenfalls 1.

(c) Aus
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folgt mit dem Quotientenkriterium, daf§ die Reihe fiir 4|z|? < 1, also z € B% (0), absolut konvergiert

und fir z € C\ B% (0) divergert, weshalb der Konvergenzradius gerade % 1st.

Beispiel 2.

Wir betrachten die rekursiv durch

fade = fay1 + fo fir allen € N



mit den Anfangswerten fy := 0 und f; := 1 definierte Fibonacci-Folge (f,,)nen. Um eine explizite Dar-
stellung zu bekommen, siche Beispiel 3.(b), definieren wir zunéchst die Potenzreihe

F:Bgr(0) = C, F(z) = ifnz",
n=0

wobei R > 0 so gewéhlt sei, dal die Reihe auf Br(0) konvergiere.
(a) Verifizieren Sie, daff ein Radius R > 0 existiert, fiir den die Funktion F wohldefiniert ist.

(b) Folgern Sie aus der Rekursionsgleichung, daf die Funktion F' durch

F(z) fiir alle z € Bg(0)

T 1oz 22
gegeben ist.

Losung.

(a) Wir behaupten, dafi die Beziehung f, < 2" fir alle n € IN gilt, und beweisen dies mittels vollstindi-
ger Induktion. Die Bedingung fiir n = 0 und n = 1 ist offenbar erfillt. Gilt nun fr < C* fiir alle
k <mn fir einn € N\ {0}, so folgt

fat1 = fa+ fasr <20+ 2771 <22 =20
weshalb fr, < 2F fiir alle k < n + 1 und nach vollstindiger Induktion somit fir alle k € IN gilt.
Damit konvergiert die Reihe Z:’:O fnz™ wegen

[frn2™] < 272" < 27" fiir alle z € B. (0)

unter anderem auf Bi (0) und ist somit fiir R == % wohldefiniert.

(b) Gemdf$ der Rekursionsgleichung gilt fiir alle z € Bg(0) die Beziehung

0 0 0o 0
F(Z) _ Z fnzn _ f() + flz + Z fn+2zn+2 — 242 Z fn+lzn+l + ,22 Z fnzn
n=0

n=0 n=0 n=0

=2+ (2 + 22)F(2),

woraus die Behauptung folgt.

Beispiel 3.
(a) Schreiben Sie die Funktion F aus Beispiel 2.(b) in der Form

z A B
_l’_

1—2—22 z—a z-0b

mit geeigneten Konstanten A, B, a,b € C und bestimmen Sie damit Koeffizienten (¢, )nen in C und
einen Radius r > 0, fiir die

z > .
— = Z cp 2™ fiir alle z € B,.(0)
l—z—2 e

gilt.
(b) Beweisen Sie, daf§ die in Beispiel 2 definierten Fibonacci-Zahlen durch

1
2n.\/5

gegeben sind.

fn= ((1 +V5)" — (—=1)"(v/5 — 1)") fiir alle n € IN



Losung.

(a) Seien a und b die Nullstellen der Polynomfunktion z — 1—z—22, so daf§ wir z2°4+2—1 = (z—a)(z—b)
haben. Wir schreiben dann

z o z 1 a b
l—2—-22 (z—a)(z—b) b—a\z—a z-—0b

und bekommen mit der Formel

c 1 = [Z\"
=— =— =) fiir alle z € B.(0)
> (2)

z—c 1-2
C

fir die geometrische Reihe, dafy mit r := min{]|al, |b|}

z 1 /1 1\, ..
1_ -2 b_a E ) fir alle z € B,.(0)
n=0

gilt.

(b) Bestimmen wir die Nullstellen a und b explizit, so finden wir, wenn wir uns willkirlich fir a <b
entscheiden,

1
2

;(\/571).

(14 +/5) und b=

a =

Damit erhalten wir also r = b und
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Fiir alle z € Byin{r,}(0) gilt somit
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woraus aus dem Identititssatz die Behauptung folgt.

Bezispiel 4.
Seia € Rund f: R — R eine differenzierbare Funktion mit

f'(z) < af(z) fiir alle z € R.
Zeigen Sie, dafl

f(z) > e f(0) fiir alle z € |—00,0] und
f(z) < e f(0) fiir alle z € [0, +o0]

gilt.
Losung.

Wir betrachten die Funktion
g: R =R, g(x) = f(z)e *".

Wegen der Differenzierbarkeit von g und der Exponentialfunktion ist g ebenfalls differenzierbar und es
gilt

g (x) = f(z)e” ™ —af(x)e”* <0 fir alle z € R.



Somit ist g monoton fallend und es gilt daher fir alle x € [0, +00[

f(x)e™ " = g(x) < g(0) = f(0), also f(x) < f(0)e™*".
Ebenso folgt fiir alle x € |—00,0], daf

f(@)e™" = g(x) = g(0) = f(0), also f(x) = f(0)e™*"

15t.

Beispiel 5.
(a) Sei f: [a,b] — R stetig und n-mal differenzierbar auf ]a, b[. Beweisen Sie, dafl die n-te Ableitung
@ ]a,b] — R eine Nullstelle besitzt, falls f selbst n + 1 Nullstellen hat.
(b) Nutzen Sie Punkt (a) um die folgende Aussage zu beweisen:

Seien zp < 1 < -+ < zy in [a,b], g: [a,b] = R eine (N + 1)-mal differenzierbare Funktion und
p: [a,b] — R ein Polynom vom Grad hochstens N, welches g(x;) = p(z;) fir alle ¢ = 0,...,N
erfiillt. Dann gibt es fiir jedes x € [a,b] ein £ € ]a, b] mit

gt (€)

g(x) —p(x) = WCI@%

wobei ¢(x) = Hf;o (x — x;) sei.

Hinweis: Betrachten Sie die Funktion

h(t) == q(2)(g(t) — p(t)) — q(t)(g9(x) — p(x))
und zeigen Sie, dafl sie N + 2 Nullstellen hat.
Losung.

(a) Sei f eine n-mal differenzierbare Funktion mit n+ 1 Nullstellen. Wir behaupten etwas allgemeiner,
daff dann f&) fir alle k € {0,1,...,n} zumindest n + 1 — k Nullstellen besitzt. Wir beweisen die
Aussage mit Induktion: Fir k = 0 entspricht die Aussage gerade der Voraussetzung. Hat f&) fir
k <n zumindest n+1—k Nullstellen xo < x1 < --+ < Tp_k, So existiert in jedem der n—k Intervalle
125,51, § € {0,...,n —k — 1}, nach dem Satz von Rolle ein Punkt & mit fT1(¢;) = 0. Somit
besitzt {51 zumindest die n — k Nullstellen &,7€40,...,n—k—1}.

(b) Wir betrachten die im Hinweis vorgeschlagene, (N + 1)-mal differenzierbare Funktion h, die wegen
q(zi) = 0 und g(z;) = p(x;)
i) = q(x)(g(x:) = p(xi)) = q(w:)(g(x) = p(x)) = 0 fir alei € {0,..., N}

erfillt. Auferdem gilt

h(z) = q(x)(9(x) = p(x)) — q(z)(9(z) — p(x)) = 0.

o Ist x ¢ {a; | i € {0,...,N}}, so hat die Funktion h daher N + 2 Nullstellen. Nach Teil
(a) hat daher die Funktion hN+Y eine Nullstelle €. Um die (N + 1)-te Ableitung von h zu
berechen, bemerken wir, daf$ die (N +1)-te Ableitung einer Polynomfunktion vom Grad kleiner
gleich N gleich null ist, so daf p™N+tY) = 0 ist. Auerdem ist q(x) = x2Nt' + G(x) mit einer
Polynomfunktion G mit Grad kleiner gleich N, so daf wir ¢N*tD () = (N + 1)! ist fir alle
x € R. Damit bekommen wir

RN () = g(2) (NI (t) — PN () — ¢V (#) (g(2) — p(2))
= q(z)g ™ () — (N +1)!(g(z) — p(a)),

also haben wir an der Nullstelle £:

(N+1)
ofe) =) = £ (o)



o Es bleibt der Fall, daff x € {x; |1 € {0,...,N}} ist. In dem Fall ist

(N+1)
ole) —pla) = 0= £

fiir eine beliebige Wahl von &.

Beispiel 6.
Berechnen Sie die Grenzwerte
-1
(a) Tim 250 =1 =
20 (tan(z))

(b) lim (1 - E)n fiir ein beliebiges € R und
n—oo n

(c) mh_r)n% (az - %) tan(2z tan(x)).

Losung.
(a) Mit dem Satz von de L’Hospital bekommen wir
—sin(x) T cos(x) _ _%'

20 2(1 + tan?(z))

cos(z) — 1 )

im ———— = lim 5

+=0 (tan(z)) =0 2tan(x)(1 + tan®(z))

(b) Wir nehmen den Logarithmus des Ausdrucks und bekommen mit der Stetigkeit des Logarithmus

o s, (1-2)°) = i b (1),

Wir definieren nun die Funktion
2
g:,;:]x,Jroo[%lR, g(y) ::ylog 175 .

Verwenden wir den Satz von de L’Hospital, so erhalten wir

log (1 — gy”)
lim g, = lim
oo 9:(y) oo 1
Yy
_x _1 1
. Y2 1-2 .
= lim —— = —r lim — = —x.
y—r—+oo 3 y—+oo 1 — Y

Insbesondere bekommen wir also

(1- %)” =exp ((lim g.(n)) = exp ( lim gw(y)) —e 7.

lim
n—roo n—roo Yy—r—+oo

(¢) Wir schreiben den Grenzwert in der Form
z — %) sin(2x tan(z))

. m : ( 1
1 - — 2 =1
II_I)D% (CE ) tan(2z tan(z)) xl—rflg cos(2z tan(x))
und verwenden wiederum den Satz von de L’Hospital:
. T . sin(h(z)) + (z — T) cos(h(z))R (z) 1
1 — — ) tan(2z t =1 -
v (”3 ) an(2z tan(z)) = lim, —sin(h(z))h () W)

wobei wir als Abkiirzung die stetig differenzierbare Funktion

h:]-%, %[ = R, h(z) = 2z tan(z),



eingefiihrt haben, deren Ableitung durch
B (x) = 2tan(z) + 2z(1 + tan?(z))

gegeben ist. Somit haben wir

lim (a: — g) tan(2z tan(z)) = —

™
Ty

Beispiel 7.
Wir betrachten die Funktion f: [-1,1] = R, f(z) := (1 + 2)v/1 — z2. Bestimmen Sie
(a) die Extrema,
(b) das Monotonieverhalten,
(¢) die maximalen Intervalle, auf welchen f konvex oder konkav ist, sowie
(d) die Grenzwerte lim,_, 1 f/(z) und lim,_,; f'(x).
Skizzieren Sie den Graphen von f.
Liosung.

Wir berechnen zuerst die ersten und zweiten Ableitungen der Funktion f, die wir in der Form f(x) =
(1+2)2(1 —x)2 schreiben wollen, und bekommen:

Wl
Wl

(1-2)> —S1+2)5(1—a)"2,

N | =

F(w) =50+ 2)

(@) = S04 H -t - S0 41— - 0 i -a)

| =

woraus wir direkt die beiden in Teil (d) gefragten Grenzwerte

lim f(z) = lim f(z) = —
wirzllf(x) 0 und Ilgllf(m) 00

bekommen.

Um die lokalen Extrema im Inneren zu finden, bestimmen wir die Nullstellen von f', das sind die Punkte
x € |—1,1[ mit

3 1

§ﬂ+méﬂ—@%:§@+xﬁﬂ—xfi(%0%1—@:1+$
Das liefert uns den einzigen kritischen Punkt xq = % Da [’ stetig ist und keine weitere Nullstelle in dem
Intervall |xo, 1] hat, ist f' auf |xo, 1[ wegen limy4y f/'(x) = —oo negativ. Ebenso ist [’ auf |—1, xo[ wegen

1(0) = 1 positiv. Damit ist [ auf =1, 29[ monoton wachsend und auf |zq, 1] monoton fallend, was uns
das in (b) gesuchte Verhalten beschreibt; und daher besitzt f in xo ein lokales Mazimum. Auflerdem folgt
daraus, daf$ f in —1 und 1 lokale Minima hat.

Da f eine stetige Funktion auf einem kompakten Intervall ist, muf sie ebenfalls ein globales Maximum
und ein globales Minimum haben, wofir nur die drei gefundenen lokalen Extrema in Frage kommen.
Daher ist xg sogar ein globales Maximum und wegen f(—1) =0 = f(1) liegen bei beiden Punkten —1 und
1 globale Minima, womit Teil (a) beantwortet ist.

Es bleibt uns die in Teilaufgabe (c) gefragte Konvezitit und Konkavitit der Funktion. Dazu bestimmen
wir die Nullstellen der zweiten Ableitung, also die Punkte x mit
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Wir multiplizieren die Gleichung mit (1 + x)% (1 — )2 und erhalten die dquivalente Bedingung

3 3 1
(-2 = S+ 01— 2) - (1 +2) =0,



Wir multiplizieren aus und finden die quadratische Gleichung
20 —2x—1=0

mit den beiden Losungen z1 == (1 —+/3) € ]-1,1] und 3(1+V/3) ¢ [—1,1]. Wegen
1~ 1 — 1 1 -
xirfllf (x) = +oo0 und 1C1%111f (x) 00

ist daher f" positiv auf |—1,z1[ und negativ auf |x1,1[. Daher ist f auf [—1,21] konvex und auf [z1,1]
konkav.
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Beispiel 8.
(a) Berechnen Sie [ e” cos(x) dx.

(b) Ermitteln Sie eine Rekursionsformel fiir die Folge (I,)nen,

1

Losung.
(a) Sei F eine Stammfunktion der Funktion f: R — R, x — e®cos(x). Dann gilt nach partieller
Integration, daf eine Stammfunktion G der Funktion g: R — R, x +— e®sin(z), mit
F(z) = ¢"sin(z) — G(x)
existiert. Eine partielle Integration von G liefert uns weiters, daf es eine Stammfunktion F von f
mit
G(x) = —e®cos(z) + F(x)

gibt. Da F' und F Stammfunktionen derselben Funktion sind, finden wir eine Konstante C € R mit
F=F —C. Kombinieren wir die Gleichungen, so bekommen wir daher schlieflich

F(x) = e"sin(x) 4+ e cos(x) — F(z) + C, also F(x) = %ex(sin(x) + cos(z)) + C.

(b) Fiir n = 0 suchen wir die Stammfunktionen Iy der konstanten Funktion 1 auf R, was gerade die
Funktionen der Form Iy(z) = x4+ C mit einer beliebigen Konstante C' € R sind.
Sei nun I, eine Stammfunktion der Funktion hy,: R — R, hy(z) = (z* +1)™", n € N\ {0}. Dann
bekommen wir mit partieller Integration, daf$ eine Stammfunktion J, der Funktion h,: R — R,
z? 1 1

B () = =2 = —2 2 :
() n(l,2+1)n+1 n(x2+1)n + n(xz Fntt




mit
T

L(z) = @

Jn ()

existiert. Somit finden wir eine Stammfunktion IL,41 von hyy1 mit

T _2n—1 T

m — 2nIn+1(x) + QTLIn(CE), also InJrl(‘T) = In(l') + m

In(w) = 2n

Als Startwert dieser Rekursionsformel dient die Stammfunktion I von hy: R — R, hy(x) = 22 +1,
die von der Form

I (z) = arctan(x) + C

mit einer beliebigen Konstanten C' € R ist.



