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LOSUNGSVORSCHLAGE ZUM UBUNGSBLATT 1

Zur Verflgung gestellt von:

Beispiel 1. Otmar Scherzer
. . UE Analysis 1, WiSe 2021/22
Bestimmen Sie das Innere, den Abschlufl und den Rand der Mengen LV-NP. ?%/5565012 e
(a) Ay ={2€C|1<|z|<2}inC, Eaktlj(lté'it fur Mathematik, Universitat Wien
anke!

(b) Az :={(z,y) e R?|3Ir € Z:y=rz}in R?,
(¢) A3 =Q in R und
(d) Ay, =R\Qin C.

Liosung.

Wir wollen vorausschicken, daf$ aus der Definition direkt folgt, daf fir jede Menge A stets AcAcHA
gilt.

(a) o Seiz ein Punkt mit 1 < |z| < 2. Setzen wir ¢ := min{2 — |z|,|z| — 1}, so liegt wegen
1<|z|—e<|w|l<|z|+e<2

jeder Punkt w € B.(z) auch in Ay. Ist jedoch |z| = 1, so finden wir fir jedes € > 0 ein
w € B.(2), welches nicht in Ay liegt. Wir kénnen beispielsweise w = (1 — 5)z im Fall e < 1
und w = 0 im Fall ¢ > 1 wdhlen. Daher ist

A ={zeC|1<|z| <2}

o Sei (zn)nen eine Folge in Ay, die in C konvergiert. Dann gilt wegen der Stetigkeit der Betrags-
Sfunktion:

| im z,| = lim |z,| € [1,2].
n—oQ n— 00
Alsoist Ay C{z € C|1< 2| <2}

Ist z € C ein Punkt mit |z| = 2, so gilt fir die Folge (zn)nen, 2n = (1 — n}rl)z, dafs 1 <
212| < |znl| < |2| = 2 ist, weshalb z, € Ay liegt, und

|2
n+1

|z — zn| = — 0 (n — o)

ist, weshalb (zn)nen gegen z konvergiert. Also ist Ay = {z € C |1 < |z| < 2}.
e Fliir den Rand bekommen wir daraus
8A:E\A:{Z€C| Izl =1} U{z € C||z| =2}.

(b) e Seie >0 und B.(x,y) ein Kreis in R? um einen Punkt (z,y) € A3\ {(0,0)}. Dann ist y = rx
fiir ein r € Z.. Wir wihlen nun § € ]0,1] so klein, daf |65 | < e ist. Dann ist jedoch (x,y+ %)
nicht in Az, da sonst ein 7 € Z mit y + 65 = Tz, also T —1r = g € 10, 1] existieren miifste.
Daher ist B-(z,y) keine Teilmenge von Ay und damit (z,y) ¢ As.

Es bleibt der qunkt (0,0) € A%. Dann gilt jedoch fiir jedes € > 0, daf (0, 5) ¢ Ay ist, weshalb
auch (0,0) ¢ Ag ist. Also ist Ay =0.

o Ist (x,y) € R?\ Ay, so ist entweder v = 0 und y # 0 oder es gibt ein r € R\ Z mit
y = ra. Im zweiten Fall liegt der Punkt (z,y) zwischen den Geraden {\(1,|r]) | A € R} und
{A1, 7] +1) | A € R}. Bezeichnet € > 0 den kleineren der beiden Abstinde des Punkts zu den
beiden Geraden, so ist B:(x,y) N Az = 0, weshalb es keine Folge aus As geben kann, die gegen
(z,y) konvergiert. Somit ist in dem Fall (z,y) ¢ As.

Betrachten wir einen Punkt (0,y) mit y # 0, so kénnen wir die Punkte (zn,yn) = (;47,9),
n € N, betrachten. Dann ist (T, Yn)nen wegen y, = (n+1)x, eine Folge in Ay mit Grenzwert
(0,y). Damit haben wir also

TQZAQU{(OJ/) ‘yER}
gefunden.
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(c)

(d)

e Da das Innere leer ist, ergibt sich fiir den Rand 0As = As.

Da zwischen zwei beliebigen rationalen Zahlen eine irrationale Zahl liegt, haben wir in jedem offenen
Intervall in R eine irrationale Zahl. Daher ist Az = ().

Andererseits finden wir zu jeder irrationalen Zahl x eine rationale Folge (%)nelN, PnsGn € 7,

n

gn # 0, die gegen x konvergiert, zum Beispiel haben wir fir g, =n+ 1 und p, = |xq¢, |, daf

&<$_m(n+1)—1< 1

0<z—
= qn — n+1 “n+1

— 0 (n — o0).

Somit ist A3 = R und daher auch 0A; = R.

Da jeder Kreis in € um einen Punkt in R auch ein offenes Intervall in R enthdlt, und in jedem
offenen Intervall eine rationale Zahl liegt, bekommen wir wie vorhin Ay = (.

Da zwischen beliebigen rationalen Zahlen eine irrationale Zahl liegt, kénnen wir fiir eine beliebige

rationale Zahl g € R eine Folge (xp)new @rrationaler Zahlen mit x,, € |q,q+ ’rL-ll-l [ finden, die damit

gegen q konvergiert. Daher ist R C Ay.

Betrachten wir eine Zahl x +iy mit y # 0, so ist By (v +iy) N Ay = 0, weshalb wir keine gegen x +iy
konvergierende Folge in Ay finden konnen. Also ist Ay = R und damit 0A4 = R.

Bezispiel 2.
Sei n € IN\ {0}. Zeigen Sie, daf fiir jede Teilmenge A C C™ die Beziehung

A=Cr\4°

gilt, wobei A° = C™ \ A das Komplement von A in C" bezeichne.

Liosung.

5

Sei z € A. Dann existiert nach Definition ein Radius € > 0 mit B.(z) C A. Also gilt fiir jede Folge
(2n)new in A€, daf |z, — 2| > € fir alle n € N ist, weshalb die Folge nicht gegen z konvergieren
kann. Somit ist z ¢ A°.

D¢ Wir beweisen die Kontraposition: Sei also z ¢ A. Wir wihlen eine beliebige Folge (ep)nen positiver
Zahlen mit lim,,_,c £, = 0. Dann finden wir zu jedem n € N, einen Wert z, € B, (z) N A°. Damit
gilt fiir die Folge (zy)nen in AS, dafs

0<|lzn—2] <en—0(n— )
ist, sie also gegen z konvergiert, womit z € A¢ gezeigt ist.
Beispiel 3.

Bestimmen Sie, an welchen Stellen die Funktionen

(a)
(b)
(¢)

f1:[0,00[ = R, fi(z) = ¥/z, fir n € N\ {0},
fo: R =R, fo(z) = |z,
fs: R =R, fs(x) = +/[27],

(d) fs: R\ {0} R, fu(@) = (a2 + 2074 + 3)g(ja]) ", und

(8) f5: R — Rv f5(‘T) = :L']-]R\Q(x)a
stetig sind, wobei g: ]0, 00[ — ]0, o] eine beliebige stetige Funktion bezeichne und die Indikatorfunktion
14: R — {0,1} einer Menge A C R durch

1 firxzed
1 = ’
a(@) {0 firz ¢ A

definiert sei.



Losung.

(a)

(b)

(d)

(e)

Seien x € [0, 00[ und € > 0 beliebig. Wir wihlen § :== ™. Dann gilt fiir alle & € |z —§, 24+ 6[N[0, oo,

dajs
P<az4+e"<(Vr+e)"undzx <i+e" < (Vi+e)

ist. Also haben wir
Ve —e< Vi< Yr+e, und daher |f1(Z) — fi(z)| < e,

was zeigt, daff f1 in jedem Punkt x € [0, 00[ stetig ist.

Da f5 fiir jedes n € N auf dem Intervall |n,n + 1] konstant gleich n und damit stetig ist, jedoch
fm)=n#n—1=lm f(n— 1)

gilt, weshalb fo in n € N nicht stetig ist, ist fo genau auf R\ Z stetig.

Wie zuvor sehen wir, daf fs fir jedes n € N auf den Intervallen |—v/n + 1, —/n| und ]\/n, vn + 1]
konstant gleich v/n und damit stetig ist, jedoch fiir n € I\ {0}

fs(=vn) :\/757£V”*1:klglgof3(*\/”*%) und f3(v/n) = v/n # anlikliﬂgofS(\/”*%)

gilt, weshalb f3 in —/n und \/n nicht stetig ist.

Den Punkt 0 betrachten wir separat: Da f3 konstant gleich null auf |—1,1[ ist, ist f5 in O stetig.
Also ist f3 genau auf R\ {£/n | n € N} stetig.

Sei R\ {0} beliebig und (x)ren eine ebenfalls beliebige Folge in R mit limy_,o x = x. Dann gilt,

da kein Nenner gegen null geht, die Betragsfunktion und die dritte Wurzel stetig in x und g stetig
in |z| ist, daf

; = f5(x)

1 ) . .
lim fy(zy) = lim mi +2x,° +3 _ (limy— 00 g ) + 2(limy 00 o) "3 +
Foee koo g(|aw]) g([limy 0 z4|)

ist, weshalb fy auf ganz R\ {0} stetig ist.

Sei € Q\ {0}. Dann existiert eine Folge (xy)ren irrationaler Zahlen mit limg_yo0 2 = 2. Daher
haben wir

fs(x) =0# 2= lim xp = lim f(zy),
k— o0 k—o0

weshalb f5 in keinem Punkt in Q \ {0} stetig ist.

Ebenso finden wir jedoch auch fir x € R\ Q eine rationale Folge (yr)rew mit img_ oo Yy = .
Damit bekommen wir

fola) =2 #0= lim f(y),

so daf f5 auch in keinem Punkt in R\ Q stetig ist.

FEinzig in 0 finden wir, daf8 fiir jede Folge (zx)ren in R mit limy_, 0 2, =0

|f5(zr)| < |zx| fir alle k € N und damit klim f5(zr) =0
)

qgilt.

Bezispiel 4.

Sei

f:DcC—C, f(z):M



eine rationale Funktion mit zwei Polynomfunktionen p,q: C — C der Form

=
X
]
famE

(z —a;) und ¢(z ﬁ

fiir Punkte (a;)i%, und (b;)j—, in C, m,n € N.

(a) Bestimmen Sie die groBtmogliche Menge D C C, auf der f wohldefiniert und stetig ist.

(b) Bestimmen Sie die grofitmogliche Teilmenge D > D von C, fiir die eine stetige Funktion f:D—cC
mit f|p = f existiert.
Liosung.

(a) Die Funktion f ist genau fir alle z € C mit q(z) # 0 wohldefiniert. Da Polynomfunktionen stetig
sind, ist f als Quotient zweier stetiger Funktionen auf {z € C | q(z) # 0} = C\{b; | j € {1,...,n}}
auch stetig.

(b) Sei z =b; fir ein j € {1,...,n}. Wir definieren I. = {i € {1,...,m} | a; = z} und J, = {j €
{1,...,n} | bj = 2} und setzen IS = {1,...,m} \ I, und JS :={1,...,n}\ J..

Sei nun (z,)nen eine gegen z konvergierende Folge. Wir wihlen ein € > 0, fir das {a; | i €
{1,....,m}}NB.(2) C {2z} und {b; | j € {1,...,n}} NB.(2) = {2z} ist. Dann finden wir ein N € N
mit z, € B:(2) fiir alle n € N.

e Ist card(l,) > card(.J.), so haben wir daher mit f(z) =0, dafs
icrc\Zn — Gy
lim f(Zn) — lim HZGIZ< ) - Z)card(lz)—card(Jz) -0
n—r 00 n—oo Hj€J§ (Zn - b])
gilt.
o st card(l,) = card(J.), so bekommen wir

. HiEIC (Zn - ai) Hie]c (Z - ai) ~
1 n) = lim = z = .
nlj)go f(Z ) ngoc H jeJe (Zn - b7) Hje]g (Z — bj) f(Z)

o Fir card(l,) < card(.J,) haben wir jedoch

[Licre(zn — as) 1
lim f(z,)= lim
n—00 n— 00 H ic ]L( — bj) (Zn — Z)card(Jz)—card(Iz)

= Q.

Somit ist D = DU {z € C\ D | card(I,) > card(J.)}.

Beispiel 5.
Seien fi,..., fn: R — R, n € N\ {0}, stetige Funktionen. Zeigen Sie, daf die Funktion

g:R—=R, g(z) = jema%( fi(x),

stetig ist.
Losung.

o Wir bemerken, daj] fiir zwei reelle Zahlen a,b € R die Beziehung

max{a,b} = a—l—b—i— la —b])

2
gilt, da |a — b] = max{a,b} — min{a, b} und a + b = max{a,b} + min{a, b} ist.

o Auflerdem bemerken wir, daf$ fiir beliebige endliche Mengen A, B C R stets
max(A U B) = max{max(A), max(B)}

gilt, da fiir z .= max{max(A), max(B)} offenbar fir jedes a € A sowie fiir jedes b € B zwangsliufig
z > max(A) > a und z > max(B) > b gilt und zudem z € {max(A), max(B)} C AU B ist.



o Wir beweisen die Aussage nun nach Induktion in n € IN\ {0}. Sei also (fi)iew eine Familie von
Funktionen f;: R — R und

C:={n e IN\ {0} | gn ist stetig}, wobei g, = ?ax fi(z)
je
sei. Nach Voraussetzung ist g1 = f1 stetig, also 1 € C. Liegt n € C, so folgt, daf$ die Kombination

1
In+1 = max{gn; f’n+1} - 7(gn + f’n-i—l + |gn - fn-‘rl‘)

2
stetiger Funktionen wiederum stetig ist. Damit ist n+1 € C' und nach vollstindiger Induktion somit
C =IN\{0}.
Beispiel 6.

Bestimmen Sie, in welchen Punkten die Funktion

% fir y > =z,

0,00 = R, flz,y) = - fiir x >y,

1 firoz =y,
stetig ist.
Losung.

e Sei(z,y) € [0,00[? ein Punkt mity > x. Dann gilt fire = {|y—=z|, daff B-(z,y) C {(&,9) | § > 2}.
Ist nun (2, Yn)nen eine Folge in R?, die gegen (x,y) konvergiert, so gibt es ein N € N, fiir das
(T, yn) € Be(w,y) liegt fir alle n > N. Darum ist

Tn @

lim f(xnayn) = lim — = U]

weshalb [ im Punkt (x,y) stetig ist.

e Analog gilt fiir jeden Punkt (z,y) € [0, [? mit x >y, daff ein N € N mit (Zn,yn) € Be(z,y) C
{(Z,9) | g < &} fir alle n > N existiert, wenn (z,,Yn)nen eine gegen (x,y) konvergierende Folge
1st, und wir damit

lim f(xnayn) = lim I = Y
n—00 n—oo Iy, x
haben.
e Seiy =z > 0. Wir setzen ¢ = 1|z|, so daf B.(z,y) C [5|z], 00 ist. Fir eine gegen (z,y)

konvergierende Folge (Tpn,Yn)nen finden wir ein N € N so, daf (Tn,yn) € Be(z,y) ist fir alle
neIN mitn>N.

Dann gilt

1= lim w < f(zp,yn) < lim w =1,
e max{zn, o) e i, yn}
womit gezeigt ist, daf$ lim,, oo f(Zn,yn) = 1 und damit f stetig in (x,y) ist.
e Schlieflich betrachten wir den Punkt (0,0). Fir die gegen (0,0) konvergierende Folge (0,1) gilt
lim f(0,%)=0#1= f(0,0),

n—oo

weshalb f nicht stetig in (0,0) ist.

Beispiel 7.
Seien a,b € R mit a < b. Eine Funktion f: ]a,b[ — R heifit konkav, falls

FOx+ (1 =Ny) > Af(x)+ (1= f(y) fiir alle A € [0,1] und alle z,y € ]a, b]



gilt. Zeigen Sie, daf} jede konkave Funktion f: ]a,b][ — R auf ]a, b[ stetig ist.
Losung.

Sei (zp)nen eine Folge mit Grenzwert x € ]a,bl. Wir wdihlen einen beliebigen Wert € > 0, fir den
x—e,x+e € la,b| gilt. Da die Folge (x,)nen gegen x konvergiert, existiert ein N € N mit x,, € [x—e, x+¢]
fir allen € N mitn > N.

o Wir schreiben dann x, firn > N als Linearkombination der Punkte x und x + ope, wobei wir das
Vorzeichen oy, = sign(x,, — x) einfihren:

T = Apz+ (1 = \p)(z + 0pe),

woraus sich der Ausdruck

nc = 4n 1
An = LA OnE = =1——|z, —z|€]0,1]
One 5

fiir \,, ergibt. Insbesondere haben wir lim, ., A, = 1.

Damit folgt aus der Konkavitit der Funktion f, die untere Schranke
flan) = M f(@)+ (1= Ao) f(x+ ope) = 2z, fiir allen > N

an die Folge (f(xn))nen-

e Schreiben wir fiir n > N andererseits x als Linearkombination von x, und x — o,e, so bekommen
wir

T = ppTn + (1 — pn) (T — 0ne)
mait
OnE €

= = € [:,1].
H Tp—T+0pe T, —x|+e€ 2.1

Wiederum sehen wir, daf$ limy, oo b, = 1 ist.

Aus der Konkavitit folgt daraus

f(@) 2 pnf(wn) + (1 — pn) f(x — one),

also die untere Schranke

flz,) < uif(x) + (1 — :) flx — one) =y, fir allen > N.

Somit haben wir
Yn < f(xn) < 2z, fir allen > N
und

lim y, = f(z) = lim z,,
n—oo n—oo

woraus folgt, dafy die Folge (f(xy))nen gegen f(x) konvergiert. Damit ist gezeigt, dafi f in jedem beliebigen
Punkt = € ]a,b| stetig ist.

Beispiel 8.

Eine Funktion f: ]a,b] — R heiit unterhalbstetig, wenn fiir jeden Punkt = € ]a,b[ und jede gegen den
Punkt x konvergierende Folge (2, )nen

f(z) <liminf f(z,)

n—oo

gilt.



Zeigen Sie, daf} eine Funktion f: ]a, b[ genau dann unterhalbstetig ist, wenn die Funktion

fla b= R, f(a) = sup inf{f(y) [y € By (=)},

n+1

mit f {ibereinstimmt.

Liosung.

=

Angenommen f wire nicht unterhalbstetig. Dann finden wir einen Punkt x € |a,b| und eine Folge
(Tk)ken, so dafs

lim 2 =2 und liminf f(xy) < f(x)
k—o0 k—o0

gilt. Insbesondere existiert ein € > 0, so daf$ f(x) < f(x) — € fir unendlich viele k € N. Da x der
Grenzwert der Folge (xy)ren ist, existiert fir jedes n € N ein k, € N mit |z, — x| < %H und
fzg,) < f(x) —e. Also ist fiir alle n € N

inf{f(y) |y € B__(2)} < flan,) < flz) —¢

und daher f(z) < f(z) —e.

o Gilt umgekehrt f % f, so finden wir, da nach Definition f < f gilt, einen Punkt x € ]a,b[ mit

f(z) < f(x). Nach Definition des Infimums gibt es eine Folge (ypn)nen mit [yn — x| < n-1-1

n € N und

fur alle

Flon) < (1) |y € B (@)} + ——
. 1 P 1
< swp inf{f(y) [y € B (@)} + =7 = fl@) + =

Folglich ist

lim y, =2, aber liminf f(y,) < f(x) < f(2),

n—oo n—

weshalb f nicht unterhalbstetig ist.
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Bezispiel 1.
Seien A,B C Rund f1,f2: A— R, f: A— B und g: B — R gleichmifig stetige Funktionen.
(a) Zeigen Sie, dafi die Summe f; + fo: A — R gleichméBig stetig ist.
(b) Zeigen Sie, daf das Produkt fif2: A — R gleichméBig stetig ist, wenn f; und fo beschrinkt sind.
Finden Sie ein Gegenbeispiel fiir den Fall, dafl nur eine der beiden Funktionen beschrankt ist.
(c) Zeigen Sie, dafl go f: A — R gleichmiiBig stetig ist.
Losung.

(a) Seien fi,fa: A C R = R gleichmifig stetig. Dann existiert zu jedem € > 0 ein 6; > 0, sodass
|fi(x) = fi(y)] < e fir alle x,y € A mit |x — y| < §1. Genauso gibt es ein o2 > 0, fiir welches
|f2(x) — f2(y)| < e fiir alle z,y € A mit |v — y| < d2. Unter Verwendung der Dreiecksungleichung
gilt damit fir die Summe

[(fi + fo)(z) = (i + )W) < | fi(z) = fi(y)] + [fo2) — fa(y)] < 22
fiir alle z,y € A mit |x — y| < min{dy, d2}.

(b) Sind f1 und fo zusdtzlich beschrinkt, so erhalten wir, wieder unter Verwendung der Dreiecksunglei-
chunyg, die folgende Abschitzung fir alle z,y € A mit |x — y| < min{dy, I}

|[(fuf2)(2) = (frf) (W) = [(fLfo) (@) — () fa(y) + (@) fa(y) — (frf2) (¥)]
< |[(frf2)(@) = fr(@) f20)] + |1 (@) f2(y) — (f1f2) ()]

= [fi@)lf2(x) = f2(y)] + [L2(W)[1 f2(2) = f2(y)]
S ]\4[15 + ]\/[25,

wobei M; eine obere Schranke fir | f;| ist.
Als Gegenbeispiel betrachte man A = R, fi(z) = x, sowie die stickweise lineare ,Zick-Zack-
Funktion*
folx) =z —k|, xzelk—1,k+1], ke2Z.
Dann gilt fiir das Produkt

0, ke2z,

(Fif2) (k) = {k: ke2Z+1.

Wihlen wir nun beispielsweise € = 1, so miissen wir zeigen, dass wir fir jedes § > 0 zwei Punkte x,y
finden mit |z —y| < 6, aber | f1 f2(z) — fifa(y)| > 1. Setzt man x =k € 2IN und y = +min{6/2,1},
so gilt

|fif2(z) = fife(y)| = fifa(y) = (k +min{6/2,1}) min{d/2,1} — oo fiir k — oo.

(¢) Seie > 0. Da g gleichmiflig stetig ist, gibt es ein 6 = 6() > 0 sodass |g(x) — g(y)| < € fir alle z,y
mit |x —y| < 8. Da f ebenfalls gleichmdfig stetig ist, konnen wir aber auch ein v = ~v(6(g)) > 0
finden, sodass |f(u) — f(v)| < § fir alle u,v mit |u—v| < ~. Insgesamt gilt also fir alle solchen
u, v, dass |g(f(u)) —g(f(v))] <e.

Beispiel 2.
Bestimmen Sie, ob die Funktionen

(a) fi: R—=R, filz) =31, apz®, n € N, mit reellen Koeffizienten (ay)?_,,



(b) f2: R — Rv f2(x) = ﬁ»
Lipschitz-stetig und ob sie gleichméfig stetig sind.
Liosung.

(a) Im Fall f1(z) = a1z +ao gilt | f1(x) — f1(y)| = |a1||x —y|. Also ist f1 Lipschitz-stetig. Aus Beispiel 6
(mit o = 1) folgt, dass jede Lipschitz-stetige Funktion auch gleichmdfig stetig ist.

Polynome vom Gradn > 2 sind nicht gleichmdfig stetig auf R und somit auch nicht Lipschitz-stetig.

1. Variante: Wir zeigen dies, indem wir fir jedes 6 > 0 ein x finden, sodass |fi(x) — fi(x + 0)]
beliebig grof$ wird. Fir x > 0 liefert die umgekehrte Dreiecksungleichung

|fi(z+6) — Zak ((z + 8)F — zF)

> |an|((z +6)" Zlakl z+0)" —a").

Ist a, # 0, so ist diese untere Schranke ein Polynom vom Grad n — 1 > 1 in x, wobei der
Koeffizient der hdchsten Potenz positiv ist. Also gilt | fi(x +0) — f1(x)| = oo fiir z — co.

2. Variante: Nehmen wir an, die Funktion fo wdre fir ein n > 2 und a, # 0 gleichmdf$ig stetig.
Dann finden wir gemdfS Beispiel 5 Parameter a,b € 10,400 mit |fa(z)| < alz| + b fir alle
x € R. Das fiihrt uns jedoch zum Widerspruch

k—n

1>
x—+00 c\x| + b m—>+00 c —|— |1

= +400.

(b) Die Funktion fa ist sowohl Lipschitz- als auch gleichmdfig stetig aufgrund der folgenden direkten
Abschitzung

VY2 +1—Va?+1]
V2 + 1Wa? +1
N |22 — 3| _ e —yllz+yl
VZ+H1+VeZ+ 1 2+ L +va? 11

|f2(z) = fo(y)| = <V +1— Va2 +1]

< |z —vy| fir alle z,y € R.

Bezispiel 3.

Bestimmen Sie, fiir welche Parameter a € [0,00[ und p € { 1,4 5 ,2} (oder allgemeiner p € Q) die
Funktion

fila,00[ = R, f(z) = 2P,
Lipschitz-stetig und fiir welche sie gleichméfig stetig ist.

Losung.

e Fiir p =0 ist f konstant und damit offenbar fiir alle a € [0,00[ Lipschitz-stetig (und daher nach
Beispiel 6 automatisch auch gleichmdfig stetig).

e [stp=1, soist f ebenfalls Lipschitz-stetig fiir alle a € [0,00[, da |f(x) — f(y)| = |z — y| ist.

e Der Fall p < 0 ist reprdisentiert durch p = —1.
— Ista >0, so gilt firp=—1:

[z —yl _ |z —yl
2yl a?

[f(z) = f(y)l =

3

woraus Lipschitz-Stetigkeit folgt.
Fiir allgemeines p < 0, schreiben wir firy > x

f@) -l _ 1 -G

[z =yl alel+t 2 —1]




Wir betrachten daher die Funktion
2P —1

21 = .
g: 1,400 = R, g(2) o

Diese Funktion g ist als Zusammensetzung stetiger Funktionen stetig

Wegen der geometrischen Summenformel w™ —1 = (w )Zk 0 wk haben wir auferdem fiir
alle m,n € N\ {0}

|
—

n

m—1
m k £
zn —1= znfl g zm und ( znfl) zn =z —1,

k=0 =0
so daf$ wir
m k
zn —1 Zk 0 Zn
0
z 1 Z@ 0 Zn
schreiben kinnen.
e m
Daher gilt fiirp= —
— k
, 2Pl —1 D D i m
lim g(z) = — lim 2 =—limz " ="=—F=——=p
z—1 z—1 z—1 z—1 ZZ:O 2m n

Wir kénnen daher g mit g(1) := p stetig auf [1, +o0] fortsetzen. Da wir wegen lim,_, 4 g(z) =
0 ein C > 0 mit |g(z)| < 1 fir alle z > C finden kénnen und |g| auf [1,C] ein Maximum
besitzt, zeigt das, dafs g beschrdnkt ist.

Somit ist aber fir alle y > x (und aus Symmetriegrinden daher auch fir alle y < x)

|f(z) = f)] 1
< su Z)|,
|t —y|  — alrlt? ze]1,£oo[|g( )

was die Lipschitz-Stetigkeit von f beweist.

— Um zu zeigen, dass [ im Fall p = —1 und a = 0 jedoch nicht einmal gleichmdjig stetig ist,
betrachten wir zwei Punkte x = 1/k und y = 1/(k + 1) fiir k € IN. Fiir wachsendes k liegen
x und y beliebig nahe beieinander. Andererseits gilt fiir die entsprechenden Funktionswerte

|f(z) = fy) = 1.

Fiir allgemeines p < 0 und a = 0 kénnen wir wie in Beispiel 5 argumentieren, um zu sehen,
dafy Parameter b,c > 0 mit | f(z)| < bx + ¢ existieren miifiten, wenn f gleichmdiflig stetig wire.
Das ist jedoch nicht mdéglich, da wir sonst den Widerspruch

o S@

*x—>0bz+c _xl—%m = oo
hdtten.
e Betrachten wir nun den Fall p € ]0,1], reprdsentiert durch p = 1/2.
— Fir a > 0 haben wir firp = %, daf$ [ wegen

z—yl _ |z -yl

@) - W= e <

Lipschitz-stetig ist.
Fiir allgemeines p € |0, 1] schreiben wir fir x <y

fl@)—fl _ 1 [P -1 _ 1

eyl o o1 el
Wie zuvor haben wir firp = "
m—1_k
ll_{nlg(z) = ;1_% Z’;_Z ,:n =p und Erfoog( z) =0,



so dafl g auch in diesem Fall eine beschrinkte Funktion ist. Somit gilt wieder fir alle x # y:

@ =fwl L o e,

|z —yl ~oalwp z€]1,+00]

was die Lipschitz-Stetigkeit und damit insbesondere die gleichmdfige Stetigkeit beweist.

— Fir a = 0 erhalten wir aus dem Ldosungsvorschlag von Beispiel 3.(a) von Ubungsblatt 1 die
gleichmiflige Stetigkeit der Wurzelfunktion f(x) = /x auf ]0,00[. Allerdings erhalten wir fir
die Punkte x = %5 und y = 6 den fiir 6 — 0 unbeschrinkten Ausdruck

@)= fy)] _ 22
|z =yl Ve
weshalb die Funktion nicht Lipschitz-stetig ist.

Daf f fir allgemeines p € ]0,1[ nicht Lipschitz-stetig ist, sehen wir mit x = g und y = 6
ebenso direkt aus

f@) —fl _ 1 2, .
ey~ a9 = 5 =) = 40 (60).

Um die gleichmdfige Stetigkeit zu zeigen, schreiben wir wiederum fir 0 <z <y

@) sl = E= g2 < 'xyffj'zz%gum(zu

wobei die auf )0, 1[ definierte Funktion g: 10,1 — R, g(z) = ZZP__ll, wegen lim, o g(z) = 1 und
lim, 1 g(2) = p ebenfalls beschrinkt ist.
Mit |y — x| =y —x <y folgt daher

|f(@) = fW)] < [z =yl sup |g(2)],
2€]0,1]

weshalb f Hdélder-stetig mit Exponent p und daher nach Beispiel 6 insbesondere gleichmdfSig
stetig ist.

e Daf f im Fall p > 1 (insbesondere fiir p = 2) fir kein a € [0, 00 gleichmiflig stetig ist, folgt wie
zuwvor daraus, daf$ keine Parameter b,c > 0 mit |f(x)| < bx + ¢ existieren kénnen, da sonst

s V@)
z—+oo bx + ¢

= 400

gdlte.

Bezispiel 4.
(a) Finden Sie eine Funktion f: ]0,1] — R, welche stetig und beschrinkt, aber nicht gleichméBig stetig
ist.

(b) Finden Sie eine Funktion g: [0, oo[ = R, welche stetig und beschrinkt, aber nicht gleichméfig stetig
ist.
Losung.
Sei z : R — R die Zick-Zack-Funktion aus Beispiel 1, Punkt (b).
(a) Wir definieren f:]0,1] — R als f(z) = z(1/z) und zeigen, dass wir fir jedes 6 € ]0,1] zwei
Werte x,y mit |z — y| < 0 finden sodass |f(x) — f(y)| = 1. Setzen wir beispielsweise x = 1/k und

y=1/(k+1) fir k € 2IN, so ist klar, dass wir |x — y| beliebig klein machen konnen. Andererseits
gilt

[fx) = fy)l==2(k+1)=1



(b) Diesmal definieren wir g: [0,00] — R iiber g(x) = z(x?). Wir argumentieren wie in Punkt (a).
Setzt man x = Vk und y = Vk + 1 fir k € 2IN, so konvergiert der Abstand

1
r—y =\//<:+1—\/E:7
| | VE+1+Vk

fiir steigendes k gegen 0. Andererseits ist

l9(z) —g(y)| = 2z(k+1) = 1.

Beispiel 5.
Sei f: R — R eine gleichméfBig stetige Funktion. Zeigen Sie, daf} reelle Zahlen a, b, c,d € R mit

alr| +b < f(z) < clz| +d fiir alle x € R

existieren.
Losung.

Da f gleichmdfig stetig ist, finden wir ein § > 0, fir das |f(z) — f(y)| < 1 st fir alle x,y € R mit
|z —y| < 0. Damit gilt fir alle x € R

Damit haben wir

7)1~ gla] < —17@)] < f(@) < @) < [FO) + 1+ 5l

Bezispiel 6.

Wir nennen eine Funktion f: I — R auf einem Intervall I C R Holder-stetig zu einem rationalen?
Exponenten « € ]0, 1], falls eine Konstante C' € R mit

[f(z) = f(y)] < Clz —y|*
existiert. Zeigen Sie, dafl jede Holder-stetige Funktion f: R — R zu einem rationalen Exponenten o €
10, 1] gleichmé&Big stetig ist.
Losung.

Sei e > 0. Dann gilt fir 6 = (%)%
(

lt —yl <0 = |f(z) = fly)| < Cle —y|* <C§ = ¢ fir alle z,y € R.

Beispiel 7.

Bestimmen Sie die lokalen und globalen Extrema der Funktion
fR=R, f(z)=]|xz—1)*-2|

Losung.

Die Punktion f hat kein globales Maximum, da f(x) — oo fir |x| — co. Andererseits sind wegen f >0
die Nullstellen 12 =1+ V2 globale Minima von f.

IDie gleiche Definition samt folgender Aussage gilt genauso fiir irrationale Exponenten. Wir formulieren es jedoch nur
fiir rationale Exponenten, da das Potenzieren mit irrationalen Exponenten bisher noch nicht eingefiihrt wurde.



Um die lokalen Extrema zu bestimmen, betrachten wir das quadratische Polynom f(x ) = (z—1)>—2. Es
gilt f = —f auf dem Intervall [1—+/2, 1—&-\[] und f = f auf dessen Komplement. Da f auf]—o0, 1] streng
monoton fallend und auf |1, 4o00[ streng monoton wachsend ist, besitzt das quadratische Polynom f genau
ein Extremum, ndmlich das Minimum in x = 1, wo [ daher ein lokales Mazimum besitzt. Und auferhalb
der drei gefundenen Extrema ist f streng monoton, weshalb es dort keine lokalen Extrema haben kann.

Beispiel 8.
Seien a,b € R, a < b, und f: [a,b] = R eine unterhalbstetige Funktion.
(a) Zeigen Sie, dafl f in [a, b] ein globales Minimum besitzt.
(b) Geben Sie ein Beispiel einer unterhalbstetigen Funktion f: [a,b] — R, die kein globales Maximum
besitzt.
Losung.

(a) Ist [ nach unten nicht beschrinkt, so finden wir fiir jedes k € IN\ {0} einen Wert xj, € [a,b] mit
flzg) < =k, so daf$ die Folge (f(zx))52, uneigentlich gegen —oo konvergiert. Und ist f nach unten
beschrankt, so wihlen wir die Folge ()52, in [a,b] derart, dafl

Jnf 1) < () < inf, fa) + % fir alle k € N\ {0}

gilt und daher limy_, o f(xr) = infyepqp) () ist.

Da (z1)32, eine Folge in [a,b] ist, ist sie beschrinkt und besitzt daher eine konvergente Teilfolge
(Tk, )een. Fir & :=limy_,o xk, gilt dann wegen der Unterhalbstetigkeit von f:

F(@) < Jim flay,) = lim flo).

Insbesondere kann daher (f(x1))52, nicht uneigentlich nach —oo konvergieren, weshalb die Funktion
f mach unten beschrinkt sein mufl. Damit haben wir also

inf f(x) < f(7) < lim f(ay) = mf f(z),

z€la,b] :— 00 z€la,b]
weshalb f(T) = inf,epqp) f(x) ist und f somit an der Stelle T das globale Minimum hat.
(b) Die Funktion

r, x#1,

f:00,1] — R, f(o:){o -

ist stetig auf [0, 1] mit einem Minimum bei x = 1. Daher ist f unterhalbstetig auf [0,1]. Allerdings
hat f kein Mazimum, da fir jedes x € [0, 1] die Ungleichung f((x +1)/2) > f(z) gilt.



Otmar Scherzer Analysis 1 Universitdt Wien
Fakultat fiir Mathematik 13. Dezember 2021

LOSUNGSVORSCHLAGE ZUM UBUNGSBLATT 3

Bezispiel 1.

Sei f: R — R eine stetige, iiberall positive Funktion mit f(z) — 0 fiir |z| — oo. Zeigen Sie, daf} f ein
globales Maximum hat.

Losung.

Da [ stetig ist, hat f ein Mazimum auf jedem Intervall [—n,n], n € IN. Hditte f nun kein globales
Mazimum auf R, so miisste fiir jedes n € N ein x,, € R existieren mit |x,| > n und

f(zy) > max f(z) > f(0) > 0.

—n<z<n

Mit anderen Worten hitten wir eine Folge (z,,)nen mit |x,,| — oo, fir welche f(x,) aber nicht gegen 0
konvergiert, was im Widerspruch zur Annahme steht. Somit muss [ ein globales Maximum auf R haben.

Bezispiel 2.

Es bezeichne z: R — R, z(z) = |z — 2[$(z + 1)]|, die in den Losungen von Ubungsblatt 2 verwendete
Zick-Zack-Funktion. Bestimmen Sie, ob die Gleichungen

(a) z100 + m =42 und

(b) z(x) =2 -1
Losungen = € R besitzen.
Losung.

(a) Wir definieren die Funktion f: R — R, f(x) = 21001 + m Sie ist als Zusammensetzung

stetiger Funktionen stetig. Es gilt £(0) = 1 < 42 und f(2) > 21901 > 42. Somit muss laut Zwischen-
wertsatz ein x € )0, 2] existieren mit f(x) = 42.

(b) Wie oben definieren wir die stetige Funktion g: R — R, g(x) = z(z) — x. Wegen g(1) = 0 und
9(2) = =2, existiert ein x € ]0,2[ mit g(x) = —1.

Bezispiel 3.

Beweisen Sie die folgende Verallgemeinerung des Fixpunktsatzes: Seien a < b € R und f: [a,b] — [a, ],
g: a,b] — R stetige Funktionen, wobei entweder g(a) = a und g(b) = b oder g(a) = b und g(b) = a gelte.
Dann gibt es ein z € [a,b] mit f(x) = g(x).

Liosung.

Wir betrachten die Funktion
h:la,b] = R, h(z)=f(z)—g(z).
Sei zundchst g(a) = a und g(b) =b. Da a < f(x) <b fir alle x € [a,b] ist, gilt
h(a) = f(a) —a >0 wund h(b)=f(b)—b<0.
Nun garantiert der Zwischenwertsatz die Existenz eines x € [a,b] mit h(z) = 0, also f(x) = g(x).
Ist andererseits g(a) = b und g(b) = a, so folgern wir umgekehrt, dass
hia) = f(a) —b<0 wund h(b)=f(b)—a>0.

Wiederum liefert der Zwischenwertsatz die Existenz eines x € [a,b] mit f(z) = g(x).

Beispiel 4.

Seien f,g: R — R monoton wachsende Funktionen auf R. Welche der Funktionen f + g, fg und go f
sind monoton wachsend? 1



Losung.

Im Folgenden seien x,y € R beliebige Zahlen mit x < y. Laut Annahme gilt, dass f(x) < f(y) und
g9(x) < g(y) ist.

Die Giiltigkeit von f(z)+g(z) < f(y)+g(y) folgt unmittelbar aus den beiden Ungleichungen fir f und g.
Also ist f + g monoton wachsend.

Dass fg im Allgemeinen nicht monoton wachsend ist, kann mit einem Gegenbeispiel gezeigt werden, zum
Beispiel f(x) =x und g(x) = —1 fiir alle x € R.

Setzen wir w = f(x) und v = f(y), dann gilt v < v wegen der Monotonie von f und folglich g(u) < g(v)
wegen der Monotonie von g.

Beispiel 5.

Sei I C R ein Intervall. Zeigen Sie, daf eine stetige Funktion f: I — R genau dann injektiv ist, wenn sie
streng monoton ist.

Losung.

= Sei f injektiv. Angenommen x,y € I seien zwei Punkte mit den Eigenschaften x < y und f(x) <
fy).
(i) Dann gilt fir jeden Punkt z € |y, +oo[, daff f(z) > f(y) ist, da sonst entweder f(z) = f(y) wire
oder wir nach dem Zwischenwertsatz fir einen beliebigen Wert a € |Jmax{f(x), f(2)}, f(y)]
Werte & € |z, y[ und & € Jy, z[ mit f(&1) = a = f(&2) hdtten, was beides der Injektivitit von
f widersprdche.

(ii) Ebenso gilt fir jedes z € ]—oo,x[ NI, daff f(z) < f(x) gelten muf, da sonst wiederum
entweder f(z) = f(x) wire oder wir nach dem Zwischenwertsatz fir einen beliebigen Wert
a € |f(x),min{f(y), f(z)}] Werte & € |z, x| und & € |z, y[ mit f(&1) = a = f(&2) hitten, was
beides der Injektivitit von f widerspriche.

(11i) Analog folgt fiir jeden Punkt z € |z, y[, daf$ f(x) < f(2) < f(y) gelten muf, da falls f(x) < f(z)
ist, aus Punkt (i) (beziiglich dem Punktepaar x und z) direkt f(y) > f(z) folgt, und falls
f(2) < f(y) ist, aus Punkt (i1) (beziiglich dem Punktepaar z und y) sofort f(z) < f(z) folgt.

Gibt es daher zwei Punkte x,y € T mit © < y und f(x) < f(y), so folgt fiir beliebige zwei Punkte

v,w e I mitv<w

o im Fall w < y, daff wegen Punkt (ii) oder Punkt (iii) (beziglich dem Punktepaar x und y)
f(w) < f(y) und daher wegen Punkt (ii) (beziiglich dem Punktepaar w und y) f(v) < f(w) <
f(y) gelten mug;

e im Fall x < w, daff wegen Punkt (i) oder (iii) (beziiglich dem Punktepaar x undy) f(z) < f(w)

und daher wegen Punkt (ii) oder Punkt (iii) (beziiglich dem Punktepaar x und w) f(v) < f(w)
gelten muys.

Somit ist f streng monoton wachsend.
Gibt es keine Punkte x,y € I mit x <y und f(z) < f(y), so gilt (wegen der Injektivitit) fir alle
x,y € I mit x <y stets f(x) > f(y), womit die Funktion streng monoton fallend ist.

=% Ist [ streng monoton, so gilt entweder f(x) < f(y) oder f(y) < f(x) fir alle Punkte x,y € I mit
x < y. Insbesondere ist daher f(x) # f(y) fir alle x,y € I mit x # y, womit die Funktion f injektiv

15t.
Beispiel 6.
Seien a,b,c,d € R und
ar+b
: D = .
I CR—-R, f(z) o d

(a) Bestimmen Sie die grofitmogliche Menge D C R, auf der f wohldefiniert ist, sowie das Bild f(R).

(b) Untersuchen Sie f auf Injektivitit und bestimmen Sie gegebenenfalls die Inverse f~1: f(R) — R.



Losung.

(a) Um die Menge D zu bestimmen, unterscheiden wir drei Fille

0, falls c =d =0,
D= <R, falls c =0, d # 0,
R\ {-4}, sonst.

Wir nehmen also in weiterer Folge an, dass nicht sowohl ¢ und d gleich 0 sind.

Um das Bild f(R) zu bestimmen, untersuchen wir, fir welche y € R die Gleichung f(x) =y eine
Lésung € D hat. Gibt es ein X\ € R mit a = Ac und b = \d, so folgt X =y = f(x) fir alle x.
(Man beachte, dass die Existenz eines derartigen A dquivalent ist zu ad = be.) Andernfalls lisst sich
f(x) =y umschreiben zu

z(a—cy)=dy —b.
Ist ¢ = 0, dann muss a # 0 gelten und wir kénnen nach x auflosen. Ist ¢ # 0, so lisst sich nach x

auflisen, falls y # < ist. Insgesamt erhalten wir

A, ad = be,
fR) =< R, ad # be und ¢ =0,
R\ {2}, ad# bc und c# 0.

(b) Um [ auf Injektivitit zu untersuchen, betrachten wir die Gleichung f(x) = f(Z) und erhalten nach
Umformung

(ad — bc)x = (ad — be)z.

Diese Gleichung ist erfillt, falls ad — bc = 0 oder x = Z. Also ist f genau dann injektiv, wenn
ad — bc # 0. In diesem Fall ist die Inverse gegeben durch

fy) = b

a—cy

Beispiel 7.

Bestimmen Sie, auf welcher Teilmenge des Definitionsgebiets die Funktionenfolge
(a) (fn)nE]Na fn: R—=R, fn(m) =",
(b) (gn)new; gn:10,1[ = R, gn(z) = n;f-p beziehungsweise

(¢) (hn)nen, hn: [0,1] = R, hy(x) = %(1 —(z —an)?),
punktweise konvergiert und ob sie auf dieser Menge auch gleichméflig konvergiert. Dabei bezeichne
(an)nen eine beliebige Folge in [0, 1].

Losung.
(a) Wir haben

0 fir |z < 1,
lim 2" =41 firx =1,
n—oo

+oo  firaz > 1,

und fir x < —1 konvergiert die Folge (x™)nen nicht einmal uneigentlich. Somit konvergiert die
Folge (fn)new punktweise auf |—1,1] gegen die Funktion 11y. Da 1;1y eine unstetige Funktion ist,
kann die Folge (fn)nen somit auf |—1,1] nicht gleichmdflig konvergieren.

(b) Fiir alle x € 10, 1] haben wir

=1

nh_?;o gn() = nh_)]ngo o 7%



Also konvergiert die Folge (gn)nen punktweise auf ganz 10, 1[ gegen die konstante Funktion 1: 10, 1] —
R, z+— 1.

Da sich die Funktion g, stetig zur Funktion g,: [0,1] — R, g,(x) = oy fortsetzen laft und
wegen §,(0) =0 fir alle n € N

lim g, (z) = 1jp1((x) fir alle x € [0,1]

n—roo

gilt, (gn)nen also punktweise gegen die unstetige Funktion 1jo1(: [0,1] — R konvergiert, kann sie
nicht gleichmdf$ig konvergieren. Das heifst, die Folge

( sup |gn(x) — 1]0,1[(x)|> = ( sup [gn () — 1)
z€[0,1] nelN z€]0,1] nEN

konvergiert nicht gegen null, weshalb (gn)new nicht gleichmiflig gegen 1 konvergiert.

Wir kénnen dies auch explizit verifizieren:

1
sup ‘gn(x) - 1| > |gn(%) - 1| = — fir alle n € IN.
z€]0,1[ 2

(¢) Wir haben

1 . 1 9 9
= == =—(1- — > 0.
Jél[%,}i] hn(x) = hy(ay) . und xrel’l[%){ll] b () n(l max{a;, (1 —a,)“}) >0

Also bekommen wir

1
lim sup |hy(z)| = lim — =0,
N0 2€00,1] neen

weshalb die Folge auf [0,1] gleichmdf$ig (und damit auch punktweise) gegen die Nullfunktion kon-
vergiert.

Bezispiel 8.
Zeigen Sie, daf} die Funktion

1« 2z
f.C\Z—)C, f(z) .—;‘F;m,

stetig ist.
Losung.
Fiir jedes N € N ist die Funktion

n

N
1 2z
fn:C\Z —C, fn(2) :=;+Zlﬁv

als Zusammensetzung stetiger Funktionen stetig.

1. Variante: Sei nun zg € C\ Z ein beliebiger Punkt. Wir definieren nun ng = ||Re(z0)|] + 1. Dann
gilt fir alle z € C mit |Re(z)| < ng und alle n € [ng + 1, +oo[, daf

|22 = n?| = |2 = n||z +n| > [Re(z — n)| [Re(z +n)| > (n — [Re(2)])* = (n — no)?

18t.
Bezeichnen wir nun mit R == min{|zo — n| | n € [—no,now} den kleinsten Abstand von zy zu den
Punkten in [—no,no|lw und betrachten die Menge

A={z€C||z— 2| < 3R, |Re(2)| < no},



so haben wir fir alle z € A und alle n € [0,n0]w, daf

R2
22 = 02 = |z = nl |z + 1 2 (120 = n| = |2 = z0l) (120 + 1l — |2 = z0l) = -
15t.

Setzen wir daher

2‘20‘+R ..
e 1, ,
ay = { oo firm € o+ 1 toclw, e e W o),
7= (2|z0| + R)  fiir n € [1,n0]n,

oo

so ist die konvergente Reihe Y >~ | ay eine Majorante fir die Reihe

oo

2z

sup|——s
22 2

n—1 z€A

)

weshalb fn auf A gleichmdf$ig gegen [ konvergiert, womit insbesondere gezeigt ist, daf$ f stetig in
zo und damit auf ganz C\ 7Z ist.

2. Variante: Betrachten wir die Differenz

> 2z - 1
G = 1= X Fm| <26 Y
n=N-+1 n=N+1

so kénnen wir diese fiir beliebig gewdihltes R > 0 gleichmdfig fiir alle z € Br(0) \ Z abschitzen,
sobald N > R ist. Dazu bemerken wir, dafs

R2
|22 —n?| > n? — |z > n?® — R? > n? <1_(N+1)2)

R? 2R+1
2 2 [
>n (1_(R+1)2>:(R+1)2n fiir alle z € BR(0)\ Z und n € [N + 1, 00[n

gilt. Daher haben wir

2R(R +1)° i %—>0(N—>oo)

= 1
sup |fn(z) — f(2)| < 2R <
2€BR(0\Z n§+1 n? — R? 2R+1 n=N+1

oo 1

wegen der Konvergenz der Reihe ) >~ | —.

Somit konvergiert (fn)nen auf jedem Ball Bg(0) \ Z, R > 0, gleichmdfig gegen f, weshalb [ in
jedem Punkt z € C\ Z stelig ist.
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Bezispiel 1.
Sei f: R — ]0, +0o0] eine stetige Funktion mit

flx+y) = f(z)f(y) fur alle z,y € R.
(a) Zeigen Sie, daf fiir jedes y € R und alle n € Z
flny) = (f(y)"
gelten muf.
(b) Folgern Sie, dafi wir damit fiir jedes y € R und jedes r € Q
fry) = (f)"
haben.
(¢) Schlieflen Sie dann, daB jede Losung f die Form
f(z) =a” fiir alle z € R

fiir ein a € ]0, +-o00[ hat.
Losung.

(a) Als erstes bemerken wir, daff wegen

£(0) = f(0+0) = (£(0))?

f(0) =1 ist.
Mt vollstandiger Induktion bekommen wir, daf8 fir beliebiges y € R

fny) = (f(y))" fir allen € Z

gilt: Die Induktionsverankerung ist durch f(0) =1 gegeben und haben wir f(ny) = (f(y))" fir ein
n € IN, so folgt direkt

F(n+1)y) = flny +9) = Fm)F(y) = (F)"F@) = (F@)"
Zudem folgt aus
1=f(0)=fly—vy) = fy)f(-y),
dap f(—y) = (f(y))~" ist. Gilt f(—ny) = (f(y))™" fir einn € N\ {0}, so folgt auferdem
f(=(n+1)y) = f(-ny —y) = f(-—ny)f(—y)
was mit vollstindiger Induktion die Behauptung liefert.
(b) Aus
fly) = f(nd) = (f(£)" fir allen € N\ {0}, y € R
ergibt sich weiters f(L) = (f(y))=, womit wir fir jedes r = ™ € Q mit m € Z und n € N\ {0}

Fm)y = (F()™ = ((f)™)™ = (fW)"

flry) = F(5y)

bekommen.



(c) Mit a:= f(1) haben wir daher (firy=1)
f(r)=a" fir aller € Q.

Da die Punktion x w— a” stetig ist, bekommen wir damit fir jedes x € R, indem wir eine Folge
(rn)nen in Q mit lim,_,~ r,, = @ betrachten, daf8

flx)= lim f(r,) = lim o™ =a”

n— oo n— o0
gilt.
Beispiel 2.
Wir betrachten die Sinusfunktion
> . 2k+1
sin: R — R, sin(x) = I;J(—l) ok D)
und die Cosinusfunktion
o0
cos: R — R, cos(x Z
k=0

(a) Zeigen Sie, dafl wir fiir alle z € [0, 5] die Abschétzungen

1 1 1
:c—gxggsin( r) <z — —x®+ —2° und

6 120
1 1 1
1-— 59:2 <cos(z) <1-— §x2 + ﬂafl
haben.

(b) Folgern Sie, dafi die Cosinusfunktion eine kleinste positive Nullstelle besitzt. Wir definieren die
Kreiszahl m dadurch, dafl diese Nullstelle gerade 7 sei.

Losung.

(a) Wir betrachten fir x € [0,5] die Reihen

2k+1 1,216

Zz ke Z (Qk)!'

k=2

Wegen

:E2k+3

(2k+3)! x 25
= — <1 lle k €[2 d
e GE T o)k 13) = a1 firalle k€ (2,00l un

2

2k+2
x 2
(2k+2)! T 25 .

2 _ <2 21 fiir alle k € [2
2 T Rk +2) 30 <1 fiir aile k € 2,00l

sind beides alternierende Reihen, deren Summanden im Betrag monoton fallenden Nullfolgen sind.
Daher liegen die Grenzwerte der Reihe zwischen 0 und dem ersten Summanden:

k: 4

22k+1 5 2
4

o x oo
SZ:: 2k+1) St zzj

was uns die Behauptung liefert.

(b) Wir haben cos(0) = 1 > 0 und nach Teil (a)

1 1 1
5(2) <1—=.924 — .94 — __
cos(2) < 3 +24 3<O7



weshalb die stetige Cosinusfunktion eine Nullstelle im Intervall 0,2 besitzen muf.

Betrachten wir nun die Menge N = {x € ]0,2[ | cos(z) = 0} aller Nullstellen in diesem Intervall,
so ist die Menge nicht leer, weshalb inf N € [0, 2[ ist. Sei (zn,)nen eine Folge in N, die gegen inf N
konvergiert, so gilt wegen der Stetigkeit des Cosinus, daff cos(inf N) = lim,,_, . cos(z,) = 0 und
somit inf N € N ist. Da das Infimum wegen cos(0) = 1 nicht in 0 liegen kann, ist damit inf N die
kleinste positive Nullstelle vom Cosinus.

Beispiel 3.
Schlieflen Sie aus Beispiel 2, daf§
(a) sin(3) =1,
(b) €™ =1 und
(¢) sin und cos periodische Funktionen mit der Periode 27 sind (was bedeutet, daf sin(z 4 27) = sin(z)
und cos(x 4 27) = cos(z) fiir alle z € R gilt).
Losung.

(a) Nach Definition der Sinus- und Cosinusfunktion haben wir
cos®(x) + sin(x) = |cos(x) + isin(x)[? = |exp(iz)|*.

Nach dem Additionstheorem fiir die Exponentialfunktion und der aus der Reihendarstellung fiir alle
z € C folgenden Identitit exp(z) = exp(2) gilt dann jedoch

2

cos?(x) + sin®(x) = |exp(iz)|? = exp(iz) exp(iz) = exp(i(z — z)) = exp(0) = 1.

Somit ist sin(5) € {—1,1} und es geniigt zu zeigen, daf sin(3) > —1 ist, was sofort aus unserer
Abschitzung in Beispiel 2, Teil (a), folgt:

—

sin(z) > x — gx?’ =uz(1— %m)(l + %1) >0 fir alle z € 10,v/6[ ©]0,2].

(b) Wir haben also an der Stelle 7 :
exp(Fi) = cos(§) +isin(F) = i.
Gemdajfs dem Additionstheorem gilt daher
exp(27i) = (exp(gi))4 =it =1.
(¢) Daraus folgt weiters fir alle x € R
cos(x + 2m) + isin(z + 2m) = exp(i(x + 27)) = exp(ix) exp(27i) = exp(ix) = cos(x) + isin(z),
weshalb
cos(z + 2m) = cos(x) und sin(z + 27) = sin(x)

gilt.

Bezispiel 4.

Beweisen Sie, daf3 die Funktion
fil-ma] = {z€C||z| = R}, f(p) = Re',
fiir jedes R > 0 bijektiv ist.

Losung.

Wir zeigen zuerst, dafi die Funktion surjektiv ist. Sei dazu z = x + iy ein beliebiger Punkt mit |z|> =
2% +y* = R%. Da cos eine stetige Funktion mit cos(0) = 1 und cos(5) = 0 ist, finden wir ein ¢ € [0, 5]



L12|. Wegen cos?(€) +sin?(€) = 1 fir alle € € R bekommen wir zusammen mit sin(¢) > 0

mit cos(¢) |.
damit auch sin(p) = £|y|. Um das Vorzeichen richtig zu bekommen, bemerken wir, daf

fiir alle € € [0,

=

]

NIE

cos(—¢&) = cos(§) und sin(—¢§) = —sin(&)

sowie
cos(& — ) +isin(€ — m) = exp(i€) exp(—im) = (—i)? exp(i€) = — cos(£) — isin(€)
gilt. Wir definieren daher

2 firx >0, y >0,
p—7 firxz <0,y <0,
—p firz >0,y <0,
T—¢ firz<0,y>0,

was uns cos(v) = x und sin(v) =y liefert.

Um die Injektivitit zu beweisen, seien o, ¢ € |—m, 7] mit f(p) = f(¢). Dann ist
. . . ™ P - ™
1 =exp(i(p — ¢)), alsoi=exp(i(p — ¢+ 5)) = cos(p — ¢+ ) +isin(p — ¢+ 5).

Somit ist o — ¢ + 5 eine Nullstelle des Cosinus. Da aber 5 die kleinste Nullstelle des Cosinus ist, also

im Intervall [0, 5[ keine Nullstelle existiert, liegt wegen cos(§ — ) = —cos(§) in [—m, — 5 ebenfalls keine

Nullstelle. Und wegen cos(—&) = cos(§) sind daher —% und 5 die einzigen Nullstellen in [—m,7]. Wegen
der Periodizitit mit Periode 2w muf daher ein k € 7, mit

<p—¢+g:g+7rk’, also p = ¢ + 7k

existieren. Wegen ¢, ¢ € |—m, | kommt damit nur ¢ = ¢ oder |p — ¢| = m in Frage. Da an der Stelle
» — ¢+ 5 allerdings zudem der Sinus 1 sein mufs, ist der zweite Fall wegen

sin(m + §) =sin(—7 + §) = —sin(3) = —1

ausgeschlossen, womit wir die Injektivitit gezeigt haben.

Beispiel 5.
Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Differenzierbarkeit ist ,stirker” als Stetigkeit: Ist f: R — R an der Stelle z € R differenzierbar, so
ist f in = auch stetig.

(b) Ableiten ist eine lineare Operation: Sind f,g: R — R an der Stelle x € R differenzierbar und
a,b € R, dann ist auch die Linearkombination af + bg bei z differenzierbar und es gilt

(af +bg)'(z) = af'(x) + by'(x).

Liosung.

(a) Unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass der Grenzwert lim,,_,, w existiert, berechnen wir

direkt

lim f(y) = f(z) + lim (f(y) — /() = (&) + lim (y — )22 =7

y—x y—x y—x y—x

= f(z) + lim (y — z) lim fy) ~ 1) = f(z)+0- f'(x)

Yy—T y—T y—x
= f(x).



(b) Die Rechenregeln fiir Grenzwerte liefern direkt, dass

y—x y—x y—w y—x
— lim (af(y) —fl@) | 9l) - g(x))
y—aw y— y—
_ i (@f T 09)(y) — (af +bg)(2)
y—a y—x
= (af +bg)' ().
Bezispiel 6.
Berechnen Sie die Ableitung der Funktionen
(a’) fl: R— R) fl(x) = ZZ:O akxka
(b) fo: R\{0} = R, fo(z) = 1,
(C) f3: ]0700[ - Rv fg(.'lf) = \/E
durch direkte Auswertung des Grenzwerts
lim fily) — fi(ﬂﬂ).
y—e Yy —x
Losung.
(a) Definieren wir die Potenzfunktion gi(z) = ¥, so wissen wir aus Beispiel 5.(b), dass f|(z) =

S or_oakgy(z) gilt. Also berechnen wir gliedweise

: : k
) + h)k — 2P 1 LA , .
/ — 1 (CC — 1 - ink—7g o k — l
g (xz) = lim = jm< j% p x'h z” | = lim

el
|
-

S

()
J

.
i
o

ity A .
= Z ( ,)xJ lim RF =971 = kbt
. i h—0
(b) Direktes Finsetzen liefert uns:
1 1 1 1 —h 1
——)=lm-|——)=—-=.
falw) = h—>0h($+h m) hgr%)h(m(a:—&—h)) x2

(¢) Multiplikation des Differenzenquotienten mit \/LJF1§ liefert

h 1
fila) = Jim & (Va+h— f)—iiohm+ﬁ»:2\/5'

Beispiel 7.
Bestimmen Sie, ob die Funktionen
. l O
(a) fi: R R, fifx)= {77 770
0, z =0,
2 qin L 0
(b) for R R, fola) =" e 270
0, z =0,

(c) f3: R =R, f3(z) = 2?1g(z),



an der Stelle x = 0 differenzierbar sind.
Losung.

(a) Der Grenzwert

h) —
10 = i BETED — iy in

existiert nicht. Also ist fy bei x = 0 nicht differenzierbar.

(b) Wegen der Beschrinktheit der Sinusfunktion gilt jedoch
15(0) = lim h in1 =0
2 a h—0 ° h o

(c¢) Analog haben wir

£4(0) = lim hlg(h) = 0.
h—0

Bezispiel 8.

Eine Funktion f: R — R heifit gerade, wenn f(x) = f(—x) fiir alle 2 € R, und ungerade, wenn f(x) =
—f(—x) fiir alle x € R gilt. Zeigen Sie, nur anhand der Definition der Ableitung, dafl

(a) die Ableitung einer geraden Funktion ungerade, und
(b) die Ableitung einer ungeraden Funktion gerade ist.
Losung.
(a) Da f gerade ist, erhalten wir
- ) — f(— —h) -
) JCE AN S b f()

h—0 h h—0 —h

Dieser Grenzwert ist unabhdngig von der betrachteten Nullfolge. Da h — 0 dquivalent zu —h — 0
ist, konnen wir —h durch h ersetzen. Somit ergibt sich

fle+h) - fz)

~f(a) = i JEEN 2O g
(b) Auf ihnliche Weise erhalten wir
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Beispiel 1.

Bestimmen Sie fiir beliebiges o € R die Konvergenzradien der Potenzreihen

@ > ;)
k=0

(b) i 1 Z2k+1
ok+17

N
(c) kzzo (EN2(2k+1)° o

wobei die Binomialkoeffizienten (Z), k € IN, durch die Rekursion

o a\a—Fk
= fiir all N
<k+1> <k>k+1 iralle k

mit dem Anfangswert (g‘) = 1 definiert sind.

Losung.

(a) Ist « € N, so ist (‘I:) = 0 fir alle k& > «, weshalb wir eine endliche Summe und damit einen
unendlichen Konvergenzradius haben.

Ist o € R\ NN, so ist ((]:) # 0 fir alle k € IN und wegen

)a Zk+1 o k
lim 7(k‘+i) = lim o ‘|z\ = |z
k—o00 (k)zk k—oo k+1

konvergiert die Reihe nach dem Quotientenkriterium fir z € B1(0) absolut und divergiert fir z €
C\ B1(0). Somit ist der Konvergenzradius gerade 1.

(b) Mit

1 1
k ‘Z|E

= lim ——=——[z" = |2,
k—oo (2k + 1)%

lim

1 .
ZQkJrl
k—o0

2k +1

bekommen wir aus dem Wurzelkriterium, daf8 die Reihe fiir z € B1(0) absolut konvergiert und fir
z € C\ B1(0) divergiert. Der Konvergenzradius ist daher ebenfalls 1.

(c) Aus
(2k+2)! k4o
O o ) I C e V) TP ST
o 25)! . = A ooy 2] = 4]z
kooo| 2R opta k—oo (k4 1)2(2k + 3)

(kD2 (2k+1)

folgt mit dem Quotientenkriterium, daf§ die Reihe fiir 4|z|? < 1, also z € B% (0), absolut konvergiert

und fir z € C\ B% (0) divergert, weshalb der Konvergenzradius gerade % 1st.

Beispiel 2.

Wir betrachten die rekursiv durch

fade = fay1 + fo fir allen € N



mit den Anfangswerten fy := 0 und f; := 1 definierte Fibonacci-Folge (f,,)nen. Um eine explizite Dar-
stellung zu bekommen, siche Beispiel 3.(b), definieren wir zunéchst die Potenzreihe

F:Bgr(0) = C, F(z) = ifnz",
n=0

wobei R > 0 so gewéhlt sei, dal die Reihe auf Br(0) konvergiere.
(a) Verifizieren Sie, daff ein Radius R > 0 existiert, fiir den die Funktion F wohldefiniert ist.

(b) Folgern Sie aus der Rekursionsgleichung, daf die Funktion F' durch

F(z) fiir alle z € Bg(0)

T 1oz 22
gegeben ist.

Losung.

(a) Wir behaupten, dafi die Beziehung f, < 2" fir alle n € IN gilt, und beweisen dies mittels vollstindi-
ger Induktion. Die Bedingung fiir n = 0 und n = 1 ist offenbar erfillt. Gilt nun fr < C* fiir alle
k <mn fir einn € N\ {0}, so folgt

fat1 = fa+ fasr <20+ 2771 <22 =20
weshalb fr, < 2F fiir alle k < n + 1 und nach vollstindiger Induktion somit fir alle k € IN gilt.
Damit konvergiert die Reihe Z:’:O fnz™ wegen

[frn2™] < 272" < 27" fiir alle z € B. (0)

unter anderem auf Bi (0) und ist somit fiir R == % wohldefiniert.

(b) Gemdf$ der Rekursionsgleichung gilt fiir alle z € Bg(0) die Beziehung

0 0 0o 0
F(Z) _ Z fnzn _ f() + flz + Z fn+2zn+2 — 242 Z fn+lzn+l + ,22 Z fnzn
n=0

n=0 n=0 n=0

=2+ (2 + 22)F(2),

woraus die Behauptung folgt.

Beispiel 3.
(a) Schreiben Sie die Funktion F aus Beispiel 2.(b) in der Form

z A B
_l’_

1—2—22 z—a z-0b

mit geeigneten Konstanten A, B, a,b € C und bestimmen Sie damit Koeffizienten (¢, )nen in C und
einen Radius r > 0, fiir die

z > .
— = Z cp 2™ fiir alle z € B,.(0)
l—z—2 e

gilt.
(b) Beweisen Sie, daf§ die in Beispiel 2 definierten Fibonacci-Zahlen durch

1
2n.\/5

gegeben sind.

fn= ((1 +V5)" — (—=1)"(v/5 — 1)") fiir alle n € IN



Losung.

(a) Seien a und b die Nullstellen der Polynomfunktion z — 1—z—22, so daf§ wir z2°4+2—1 = (z—a)(z—b)
haben. Wir schreiben dann

z o z 1 a b
l—2—-22 (z—a)(z—b) b—a\z—a z-—0b

und bekommen mit der Formel

c 1 = [Z\"
=— =— =) fiir alle z € B.(0)
> (2)

z—c 1-2
C

fir die geometrische Reihe, dafy mit r := min{]|al, |b|}

z 1 /1 1\, ..
1_ -2 b_a E ) fir alle z € B,.(0)
n=0

gilt.

(b) Bestimmen wir die Nullstellen a und b explizit, so finden wir, wenn wir uns willkirlich fir a <b
entscheiden,

1
2

;(\/571).

(14 +/5) und b=

a =

Damit erhalten wir also r = b und

1 2" 2" .
Flz)= ﬁnzzo ((ﬁ— e (1 ﬁ)n) :
_ L (WD G VED
_\/5;_0< (-1) _ ) fiir alle z € B,.(0).

on 2

Fiir alle z € Byin{r,}(0) gilt somit

RN TS Y A
nzzofnz —\/gngo< on (-1) om ) )

woraus aus dem Identititssatz die Behauptung folgt.

Bezispiel 4.
Seia € Rund f: R — R eine differenzierbare Funktion mit

f'(z) < af(z) fiir alle z € R.
Zeigen Sie, dafl

f(z) > e f(0) fiir alle z € |—00,0] und
f(z) < e f(0) fiir alle z € [0, +o0]

gilt.
Losung.

Wir betrachten die Funktion
g: R =R, g(x) = f(z)e *".

Wegen der Differenzierbarkeit von g und der Exponentialfunktion ist g ebenfalls differenzierbar und es
gilt

g (x) = f(z)e” ™ —af(x)e”* <0 fir alle z € R.



Somit ist g monoton fallend und es gilt daher fir alle x € [0, +00[

f(x)e™ " = g(x) < g(0) = f(0), also f(x) < f(0)e™*".
Ebenso folgt fiir alle x € |—00,0], daf

f(@)e™" = g(x) = g(0) = f(0), also f(x) = f(0)e™*"

15t.

Beispiel 5.
(a) Sei f: [a,b] — R stetig und n-mal differenzierbar auf ]a, b[. Beweisen Sie, dafl die n-te Ableitung
@ ]a,b] — R eine Nullstelle besitzt, falls f selbst n + 1 Nullstellen hat.
(b) Nutzen Sie Punkt (a) um die folgende Aussage zu beweisen:

Seien zp < 1 < -+ < zy in [a,b], g: [a,b] = R eine (N + 1)-mal differenzierbare Funktion und
p: [a,b] — R ein Polynom vom Grad hochstens N, welches g(x;) = p(z;) fir alle ¢ = 0,...,N
erfiillt. Dann gibt es fiir jedes x € [a,b] ein £ € ]a, b] mit

gt (€)

g(x) —p(x) = WCI@%

wobei ¢(x) = Hf;o (x — x;) sei.

Hinweis: Betrachten Sie die Funktion

h(t) == q(2)(g(t) — p(t)) — q(t)(g9(x) — p(x))
und zeigen Sie, dafl sie N + 2 Nullstellen hat.
Losung.

(a) Sei f eine n-mal differenzierbare Funktion mit n+ 1 Nullstellen. Wir behaupten etwas allgemeiner,
daff dann f&) fir alle k € {0,1,...,n} zumindest n + 1 — k Nullstellen besitzt. Wir beweisen die
Aussage mit Induktion: Fir k = 0 entspricht die Aussage gerade der Voraussetzung. Hat f&) fir
k <n zumindest n+1—k Nullstellen xo < x1 < --+ < Tp_k, So existiert in jedem der n—k Intervalle
125,51, § € {0,...,n —k — 1}, nach dem Satz von Rolle ein Punkt & mit fT1(¢;) = 0. Somit
besitzt {51 zumindest die n — k Nullstellen &,7€40,...,n—k—1}.

(b) Wir betrachten die im Hinweis vorgeschlagene, (N + 1)-mal differenzierbare Funktion h, die wegen
q(zi) = 0 und g(z;) = p(x;)
i) = q(x)(g(x:) = p(xi)) = q(w:)(g(x) = p(x)) = 0 fir alei € {0,..., N}

erfillt. Auferdem gilt

h(z) = q(x)(9(x) = p(x)) — q(z)(9(z) — p(x)) = 0.

o Ist x ¢ {a; | i € {0,...,N}}, so hat die Funktion h daher N + 2 Nullstellen. Nach Teil
(a) hat daher die Funktion hN+Y eine Nullstelle €. Um die (N + 1)-te Ableitung von h zu
berechen, bemerken wir, daf$ die (N +1)-te Ableitung einer Polynomfunktion vom Grad kleiner
gleich N gleich null ist, so daf p™N+tY) = 0 ist. Auerdem ist q(x) = x2Nt' + G(x) mit einer
Polynomfunktion G mit Grad kleiner gleich N, so daf wir ¢N*tD () = (N + 1)! ist fir alle
x € R. Damit bekommen wir

RN () = g(2) (NI (t) — PN () — ¢V (#) (g(2) — p(2))
= q(z)g ™ () — (N +1)!(g(z) — p(a)),

also haben wir an der Nullstelle £:

(N+1)
ofe) =) = £ (o)



o Es bleibt der Fall, daff x € {x; |1 € {0,...,N}} ist. In dem Fall ist

(N+1)
ole) —pla) = 0= £

fiir eine beliebige Wahl von &.

Beispiel 6.
Berechnen Sie die Grenzwerte
-1
(a) Tim 250 =1 =
20 (tan(z))

(b) lim (1 - E)n fiir ein beliebiges € R und
n—oo n

(c) mh_r)n% (az - %) tan(2z tan(x)).

Losung.
(a) Mit dem Satz von de L’Hospital bekommen wir
—sin(x) T cos(x) _ _%'

20 2(1 + tan?(z))

cos(z) — 1 )

im ———— = lim 5

+=0 (tan(z)) =0 2tan(x)(1 + tan®(z))

(b) Wir nehmen den Logarithmus des Ausdrucks und bekommen mit der Stetigkeit des Logarithmus

o s, (1-2)°) = i b (1),

Wir definieren nun die Funktion
2
g:,;:]x,Jroo[%lR, g(y) ::ylog 175 .

Verwenden wir den Satz von de L’Hospital, so erhalten wir

log (1 — gy”)
lim g, = lim
oo 9:(y) oo 1
Yy
_x _1 1
. Y2 1-2 .
= lim —— = —r lim — = —x.
y—r—+oo 3 y—+oo 1 — Y

Insbesondere bekommen wir also

(1- %)” =exp ((lim g.(n)) = exp ( lim gw(y)) —e 7.

lim
n—roo n—roo Yy—r—+oo

(¢) Wir schreiben den Grenzwert in der Form
z — %) sin(2x tan(z))

. m : ( 1
1 - — 2 =1
II_I)D% (CE ) tan(2z tan(z)) xl—rflg cos(2z tan(x))
und verwenden wiederum den Satz von de L’Hospital:
. T . sin(h(z)) + (z — T) cos(h(z))R (z) 1
1 — — ) tan(2z t =1 -
v (”3 ) an(2z tan(z)) = lim, —sin(h(z))h () W)

wobei wir als Abkiirzung die stetig differenzierbare Funktion

h:]-%, %[ = R, h(z) = 2z tan(z),



eingefiihrt haben, deren Ableitung durch
B (x) = 2tan(z) + 2z(1 + tan?(z))

gegeben ist. Somit haben wir

lim (a: — g) tan(2z tan(z)) = —

™
Ty

Beispiel 7.
Wir betrachten die Funktion f: [-1,1] = R, f(z) := (1 + 2)v/1 — z2. Bestimmen Sie
(a) die Extrema,
(b) das Monotonieverhalten,
(¢) die maximalen Intervalle, auf welchen f konvex oder konkav ist, sowie
(d) die Grenzwerte lim,_, 1 f/(z) und lim,_,; f'(x).
Skizzieren Sie den Graphen von f.
Liosung.

Wir berechnen zuerst die ersten und zweiten Ableitungen der Funktion f, die wir in der Form f(x) =
(1+2)2(1 —x)2 schreiben wollen, und bekommen:

Wl
Wl

(1-2)> —S1+2)5(1—a)"2,

N | =

F(w) =50+ 2)

(@) = S04 H -t - S0 41— - 0 i -a)

| =

woraus wir direkt die beiden in Teil (d) gefragten Grenzwerte

lim f(z) = lim f(z) = —
wirzllf(x) 0 und Ilgllf(m) 00

bekommen.

Um die lokalen Extrema im Inneren zu finden, bestimmen wir die Nullstellen von f', das sind die Punkte
x € |—1,1[ mit

3 1

§ﬂ+méﬂ—@%:§@+xﬁﬂ—xfi(%0%1—@:1+$
Das liefert uns den einzigen kritischen Punkt xq = % Da [’ stetig ist und keine weitere Nullstelle in dem
Intervall |xo, 1] hat, ist f' auf |xo, 1[ wegen limy4y f/'(x) = —oo negativ. Ebenso ist [’ auf |—1, xo[ wegen

1(0) = 1 positiv. Damit ist [ auf =1, 29[ monoton wachsend und auf |zq, 1] monoton fallend, was uns
das in (b) gesuchte Verhalten beschreibt; und daher besitzt f in xo ein lokales Mazimum. Auflerdem folgt
daraus, daf$ f in —1 und 1 lokale Minima hat.

Da f eine stetige Funktion auf einem kompakten Intervall ist, muf sie ebenfalls ein globales Maximum
und ein globales Minimum haben, wofir nur die drei gefundenen lokalen Extrema in Frage kommen.
Daher ist xg sogar ein globales Maximum und wegen f(—1) =0 = f(1) liegen bei beiden Punkten —1 und
1 globale Minima, womit Teil (a) beantwortet ist.

Es bleibt uns die in Teilaufgabe (c) gefragte Konvezitit und Konkavitit der Funktion. Dazu bestimmen
wir die Nullstellen der zweiten Ableitung, also die Punkte x mit

SIS
wleo
o

s T R L (LG B (RO LIl B}

4

e

3
2

Wir multiplizieren die Gleichung mit (1 + x)% (1 — )2 und erhalten die dquivalente Bedingung

3 3 1
(-2 = S+ 01— 2) - (1 +2) =0,



Wir multiplizieren aus und finden die quadratische Gleichung
20 —2x—1=0

mit den beiden Losungen z1 == (1 —+/3) € ]-1,1] und 3(1+V/3) ¢ [—1,1]. Wegen
1~ 1 — 1 1 -
xirfllf (x) = +oo0 und 1C1%111f (x) 00

ist daher f" positiv auf |—1,z1[ und negativ auf |x1,1[. Daher ist f auf [—1,21] konvex und auf [z1,1]
konkav.

1.2 +

0.8 1
0.6 +
0.4 +

0.2+

X ‘3?0

Beispiel 8.
(a) Berechnen Sie [ e” cos(x) dx.

(b) Ermitteln Sie eine Rekursionsformel fiir die Folge (I,)nen,

1

Losung.
(a) Sei F eine Stammfunktion der Funktion f: R — R, x — e®cos(x). Dann gilt nach partieller
Integration, daf eine Stammfunktion G der Funktion g: R — R, x +— e®sin(z), mit
F(z) = ¢"sin(z) — G(x)
existiert. Eine partielle Integration von G liefert uns weiters, daf es eine Stammfunktion F von f
mit
G(x) = —e®cos(z) + F(x)

gibt. Da F' und F Stammfunktionen derselben Funktion sind, finden wir eine Konstante C € R mit
F=F —C. Kombinieren wir die Gleichungen, so bekommen wir daher schlieflich

F(x) = e"sin(x) 4+ e cos(x) — F(z) + C, also F(x) = %ex(sin(x) + cos(z)) + C.

(b) Fiir n = 0 suchen wir die Stammfunktionen Iy der konstanten Funktion 1 auf R, was gerade die
Funktionen der Form Iy(z) = x4+ C mit einer beliebigen Konstante C' € R sind.
Sei nun I, eine Stammfunktion der Funktion hy,: R — R, hy(z) = (z* +1)™", n € N\ {0}. Dann
bekommen wir mit partieller Integration, daf$ eine Stammfunktion J, der Funktion h,: R — R,
z? 1 1

B () = =2 = —2 2 :
() n(l,2+1)n+1 n(x2+1)n + n(xz Fntt




mit
T

L(z) = @

Jn ()

existiert. Somit finden wir eine Stammfunktion IL,41 von hyy1 mit

T _2n—1 T

m — 2nIn+1(x) + QTLIn(CE), also InJrl(‘T) = In(l') + m

In(w) = 2n

Als Startwert dieser Rekursionsformel dient die Stammfunktion I von hy: R — R, hy(x) = 22 +1,
die von der Form

I (z) = arctan(x) + C

mit einer beliebigen Konstanten C' € R ist.



Otmar Scherzer Analysis 1 Universitdt Wien
Fakultat fiir Mathematik 24. Jénner 2022

LOSUNGSVORSCHLAGE ZUM UBUNGSBLATT 6

Beispiel 1.

Berechnen Sie die unbestimmten Integrale

(a) /;ndx auf |0, [ fiir n = 2,3,4,5 und
(sinz)

1
Losung.

(a) Wir verwenden die aus der Vorlesung bekannte Substitution t = tan §. Dann hat man

14t 2t
= + dx wund sinz =

dt .
2 1+¢2

Folglich betrachten wir

1 2\ " 2\n—1
/ +t 2 dt:/2(1+t) dt,
2t 1+ t2 (2t)™

und erhalten die Stammfunktionen:

1+ t2 1 1 1 ¢t
—2 [ T qt = — 4+ )dt=——+4-+C.
" /2t2 /<2t2+2> TR

(1+t2)? / 1+ 22+t 11 t2
=3 [ ——dt= | ————dt=——— + —In|t| + — + C.
" / 443 4¢3 gz Tl gt

(1+1t%)3 /1+3t2+3t4+t6 1 3 3t
=4: [ ———dt= dt=——"F - =+ 4+ — +C.
" / st4 st 218 & 8 2

(14 ¢2)* /1+4t2+6t4+4t6+t8 1 1 3 t2 4
=5 [ ~——dt= dt=——-— — 4+ "Injt|+ -+ — +C.
" / 1665 16£5 out s Tyt g At

Riickeinsetzen von tan 5 fir t liefert die gesuchten Stammfunktionen von (sinz)™".
(b) Da 23+ 2° = 23(1 + 22), machen wir folgenden Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung

1 a b c dr +e

3+ o 22 x3 2241
Multiplikation mit 23 + 2° und Koeffizientenvergleich ergibt
1 1 1 x

—_— = + = -
3 + b Y B 2 |

Folglich haben wir die Stammfunktion

1 1 1
/mdx:—lnm—ﬁ—ﬁ-iln(f—kl)—&-a

Beispiel 2.
Sei n € IN. Bestimmen Sie alle Funktionen f: |0, +o00[ — R, deren n-te Ableitung durch

F™(x) = log(x)

gegeben ist.



Losung.

Wir beweisen induktiv, dass

fa) =2 <log<w> - ,1) +p(a) (1)

k=1
gilt, wobei p ein beliebiges Polynom vom Grad n — 1 ist.

Fir n = 1 gilt die Behauptung. Fir den Induktionsschritt berechnen wir die Stammfunktionen der in
Gleichung (1) gegebenen Funktion. Wir vernachlissigen p, weil dessen Stammfunktionen bekannt sind.
Partielle Integration liefert

" n 1 2t n 1 2
/H <log(x) - Z k) dx = CE <log(x) - Z k> - / mdx

k=1 k=1
xn—i—l n+1 1
(et 1) <log($) - ; k]

was der gewiinschte Ausdruck fiir n + 1 ist.

Beispiel 3.
(a) Beweisen Sie fiir alle n € IN die Identitét

o nn+1)2n+1)
k* = G .

hE

k=1

(b) Niitzen Sie die in Punkt (a) bewiesene Identitdt, um das Integral

a
/ 22 dx
0

fiir a > 0 als Grenzwert von Darboux-Obersummen zu berechnen.
Liosung.

(a) Firn =1 gilt die Gleichung. Aus der Giltigkeit fir ein n > 1, folgt aber unmittelbar, dass

n+1 n
1)(2 1
Zk2:2k2+(n+1)2="("+ )6(n+ ) 4 (1)
k=1 k=1
n+1 n+1

=% (n(2n+1)+6(n+1)) =

was der gewiinschte Ausdrick fiir n + 1 ist.

e (n+2)(2n+ 3),

(b) Als Nichstes zerlegen wir das Intervall [0, a] gleichmdfig in n Teilintervalle. Das heifit wir betrachten
die Zerlegung Z,, ‘= {xq,...,on}, wobei xy, := k%, 0 < k < n. Da der Integrand monoton wachsend
ist, wird das Maximum auf jedem Teilintervall am rechten Intervallrand angenommen. Es gilt also

n n

3" 3
S Z0) = Y e~ mpalf ) = Y Laf = G 3 e = G nn A DEREL),
k=1

3
n 6
k=1 k=1

Die Obersummen konvergieren fiir n — oo gegen das Riemann-Integral, weil der Integrand stetig
ist. Wir erhalten also
@ — 3 1)(2 1 3
/ 22 dr = lim 5(f.Z,) = lim a3n(n+ J@n+1) o
0

n—00 n—oo N 6 3

Bezispiel 4.

Verwenden Sie das Riemann-Integral, um die folgenden Grenzwerte zu berechnen



o~ n
(a) nlin;o;—n2+k2,

yal

(b) Jim =
Hinweis fir Teil (b): Betrachten Sie den Logarithmus des Ausdrucks.
Losung.

(a) Da

n 1 1

w2k 0 g (k)Y

n

kann man die Summe wie folgt schreiben

n

Zn2+k2 Zf xy) - (Th — Tp-1)

k=

mit f(z) :== Tlﬁ und den dquidistanten Zerlequngspunkten xy = %, 0 <k <mn. Da f monoton
fallend ist, hat man

flzg) =  min  f(x),

z€[TK_1,Tk]

weshalb die Summe eine Untersumme fiir fol f(z) dx ist. Aufrgund der Stetigkeit von f konvergiert
diese Summe fiir n — oo gegen das Riemann-Integral, das heifst

" 1
. n 1 -
n11_>120 <’; M) = /0 o2 da = arctan(1) — arctan(0) = T

(b) Wir folgen dem Hinweis und berechnen

Ynl L n! 1 1 n e k Z"
1 :1 e :71 —_ e — = — E 1 —_ = — —
" ( n ) " ( nn> n " (n n) n 1 " n kzlg(xk)(xk Tk 1)’

wobei xy = %, 0 <k <n, und g(x) = lnx. Wir erhalten also eine Zwischensumme fiir das unei-

gentliche Integral fol Inx dx. Dieses uneigentliche Integral ist wohldefiniert und gleich —1. Dennoch
muss die Konvergenz der Zwischensummen gesondert bewiesen werden. Dazu halten wir erstens fest,
dass der Logarithmus auf [%, 1] integrierbar ist und zweitens, dass fiir jede integrierbare Funktion f

/f + < 5(1.2)

gilt. Nun folgt aus der ersten Ungleichung und der Monotonie des Logarithmus, dass
I, b 1 k!
— In—=— In— < 1
St < [ neds
k=1 k=1 w
ist, wahrend die zweite

le~, &k 1.1 1<, k_ 1.1 !
—Zln—:—ln—Jr—Zln—z—ln—Jr/ Inxdx
né= - moononmo onigono 0N 1

n

liefert. Insgesamt haben wir also

1.1 !
"=+ [ madz<= In— Inzd
nnn /Hiﬂﬂf Zn _L nraxr

n n



und der Einschlieffungssatz ergibt

1k !
lim —Zlnf: Inzxdr =—1.
n—oo N n 0
k=1
Fiir den gesuchten Grenzwert ergibt sich schlussendlich

1., _
lim —/n! =e L.

n—00 N,

Bezispiel 5.

Berechnen Sie die Integrale

1
2
(a) / arcsin z d,
0

1
(b) / eV® dz und

(<) / Mﬁjm

Losung.

dz.

Die Substitutionsregel fir bestimmte Integrale lautet

g(v) b
[ t@rde= [ satong @) ar
g(a) a

wobei g : [a,b] — R differenzierbar und monoton und f : [g(a),g(b)] — R stetig ist.
(a) Wenden wir obige Formel mit g(t) == sint an und integrieren danach partiell, so erhalten wir

3 5 5 3
/Oarcsinxd:v:/o tcostdt = %sin%—/o sintdt = E+COSE_1_E+§_1'

(b) Diesmal wéihlen wir g(t) == t> und integrieren wieder partiell

1 1 1
eﬁdz:/ QtefdtZQe—/ 2etdt =2 — 2 +2 =2.
0 0 0

(c) Wir setzen g(t) = § —t und erhalten

3 Vsinz sin (g - t)

0 \/er\/@ /\/bm 7r—t)—i-\/cos(ﬂ—

5

5 Voost
N S

0o Vcost—+ +/sint

Nennen wir das erste Integral dieser Gleichungskette A und das letzte B so haben wir einerseits
A = B und andererseits

us

A+B:/21dx:3
0 2

Daher ist A =7

Bezispiel 6.
Wir betrachten die Funktion

Fil0,00[ > R, Fla) ::/ %dt.
1

Beweisen Sie ohne Benutzung des Logarithmus, dal F' die Eigenschaften



(a) F(zy) = F(z)+ F(y),
(b) F(z*) = aF(z) und
(c) F(e") =x
fiir alle z,y > 0 und o € R hat.
Losung.

(a) Zundchst spalten wir das Integral auf

W 1 W
1 1 T

was auch mdglich ist, wenn x nicht zwischen 1 und xy liegt, also fiir beliebige Werte von x und y.
Das erste Integral ist gleich F(x) und im zweiten substituieren wir mittels g(s) = xs. Insgesamt
erhalten wir also

F(a:y)zF(J;)—l—/lyids=F(x)+F(y).

[e3

(b) Fir o =0 gilt die Gleichung. Ist a # 0, so substituieren wir mittels g(s) == s* und erhalten

z® 1 z 1 z g
F(z) :/ *dtZ/ faso‘_ldsza/ —ds = aF(x).
1t 1 s¢ 1 8

(¢) Auch hier fihrt Substitution zum Ziel, und zwar mittels g(s) = e°

e’”l T
F(ex):/ fdt:/ ds = x.
1t 0

Bezispiel 7.
Sei I C R ein beschrianktes und abgeschlossenes Intervall. Zeigen Sie, daf3

(a) 1q auf I nicht Riemann-integrierbar ist und

(b) jede auf I monotone Funktion dort Darboux-integrierbar ist.

Hinweis fiir Teil (b): Sie konnen den folgenden Satz verwenden (ohne ihn zu beweisen): Eine auf [
beschrénkte Funktion, ist dort genau dann Darboux-integrierbar, wenn es zu jedem € > 0 eine Zerlegung Z

gibt mit S(f,Z) — S(f,Z) < e.
Liosung.

(a) Seil =la,b], a <b, und (Z,)nen eine beliebige Folge von Zerlegungen mit |Z,| — 0. Wir betrachten
zwei zugehdorige Folgen von Zwischenpunktsystemen (X1)nen und (X2),en, wobei L C Q und
%2 C R\ Q fiir alle n € N. Fiir die entsprechenden Zwischensummen gilt dann

S(1q, Zn,3h) = Zl (v —xp—1)=b—a >0, und
k

S(1q, Zn, £2) =Y 0 (z — z-1) =0,
k

fiir alle n € IN. Insbesondere ist also
. 1 . 2
nh—>H;0 S(lq,Zn. Xy) # nh_)rrgo S(1lq, Zy, X2).

Der Grenzwert der Zwischensummen hingt somit von den gewdhlten Zwischenpunkten ab. Daher
ist 1g micht Riemann-integrierbar.

(b) Wir folgen dem Hinweis und geben ein € > 0 wvor. Fiir eine gleichmdifSige Zerlequng Z = {a +
k‘b;—“: 0 <k < n} und eine monoton wachsende Funktion f gilt dann

5(4,2) - 801 2) =3 ) =2 =3 flan ) 2% = (50) - flap) =2
k=1

n n n
k=1



Wihlen wir n > (f(b) — f(a))(b — a)/e, so bleibt die Differenz zwischen Ober- und Untersumme
kleiner als €. Also ist f Darbouz-integrierbar. Der Beweis fiir monoton fallendes f verlduft analog.

Bezispiel 8.
Seien a,b € R, a < b, und f: [a,b] — R eine stetige Funktion. Wir definieren die Funktion

F:[a,b}) = R, Fz /f

Beweisen Sie, daf8 die totale Variation von F' gleich f;| f(t)|dt ist.
Losung.

Zundchst halten wir fest, dass das Integral fj|f(t)|dt wohldefiniert ist, da |f| als Zusammensetzung
stetiger Funktionen stetig ist.

Wir zeigen die Identitit V (F f |f(t)|dt, wobei V(F) die totale Variation von F bezeichnet, in zwei
Schritten.
< Sei Z = {xo,...,x,} eine beliebige Zerlegung des Intervalls [a,b] mit n > 1. Unter Verwendung

des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung und der Dreiecksungleichung fir das Integral
erhalten wir

n n Tk
S P (k) = Flag-1)| =Y / t)dt <Z/ () dt = / |f(t)] dt.
k=1 k=1 [/ Tk-1 Th-1
Nehmen wir das Supremum iiber alle Zerleqgungen, so erhalten wir V(F) < f [f(t)]dt.
> Wir betrachten die Darbouz-Untersumme fiir | f| beziiglich einer beliebigen Zerlequng Z = {xg, ..., xn}
mitn > 1

S(Ifl,2) = Zm—mk 1l oin 1f@)| =Y ox —@r—a|  min |F'(2)].

rE[TE_1,Tk] 1 r€[Th_1,7k]

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung finden wir in jedem Teilintervall [xg_1, 1] ein
& mit

Fiir die Untersumme ergibt sich daraus

S(1.2) <3 lan — i [|F (&) = S |F(ax) — Flaio),
k=1

k=1
und in weiterer Folge

sgpﬁ(lﬂaz) < V(F).

Ist nun (Zj)jen eine Folge von Zerlegungen deren Feinheit gegen 0 konvergiert, so folgt

b
[ 1501d = lim S(1£1.2) < sup(11.2) < VP,





