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1. In der Zeichenebene werden Vektoren als Pfeile interpretiert und durch , Aneinanderle-
gen" addiert. Fiir die Addition von drei Pfeilen in der Zeichenebene gilt das Assoziativ-
gesetz

(u+v)+w=u+(v+w).

Gestalten Sie ein GeoGebra-Arbeitsblatt, das diesen Sachverhalt (ohne Rechnung, nur
durch Pfeile-Aneinanderlegen) elementargeometrisch illustriert! (Besonders aussagekraftig
ist so eine Visualisierung, wenn man die Pfeile u, v und w mit der Maus verandern kann.)

2. Nun wollen wir Punkte in der Ebene wie iiblich durch Zahlenpaare beschreiben und mit
ihnen rechnen. Fiir zwei Punkte A, B ist der Halbierungspunkt durch

1
und fiir drei Punkte A, B, C, die ein Dreieck bilden, ist der Schwerpunkt durch

1

definiert. Beweisen Sie (durch Rechnung, ganz ohne Zeichnung): Das aus den Hal-
bierungspunkten der Seiten des Dreiecks AABC' bestehende Dreieck (das sogenannte
»Mittendreieck"), besitzt den gleichen Schwerpunkt wie das Dreieck AABC'.

3. Es seien a,b,c,d € R vorgegeben. Zeigen Sie: Sind (z,y) € R? und (2/,y') € R?
Losungen des Gleichungssystems

ar+by = 0
cr+dy = 0,

so ist auch die Summe (z,y) + (2/,vy') := (x+2',y+9') und jedes Vielfache \ (z,y) :=
(Az, Ay) fiir A € R eine Losung.

o 2 1 2 2
4. Gegeben seien die Vektoren a = < 4 ),u: ( 3 >,V: ( 3 ) und w = ( 6 )

(i) Kann man a als Linearkombination von u und v anschreiben? Falls ja, tun Sie es
— falls nein, begriinden Sie! Machen Sie eine Skizze des Sachverhalts!

(i) Kann man a als Linearkombination von u und w anschreiben? Falls ja, tun Sie es
— falls nein, begriinden Sie! Machen Sie eine Skizze des Sachverhalts!
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ben? Falls ja, tun Sie es — falls nein, begriinden Sie!

(iii) Kann man jeden Vektor x = als Linearkombination von u und v anschrei-

5. Harmonische Schwingungen mit Kreisfrequenz w werden durch die Differentialgleichung
s"(t) + w?s(t) =0

beschrieben. (Das bedeutet: Jede zweimal differenzierbare Funktion s : R — R, die
diese Differentialgleichung erfiillt, ist eine harmonische Schwingung mit Kreisfrequenz
w.) Zeigen Sie, ohne die Differentialgleichung zu l6sen, dass mit je zwei Losungen s;
und sy auch die Summe s; + s, und jedes Vielfache A s; fiir A € R eine Lésung ist!

6. Die Menge R? aller reellen Zahlenpaare mit den Operationen

,Addition": ( L1 > + ( N ) — ( r1+ % )
L2 Y2 To + Yo

»Multiplikation mit A € R*: A ( 11 ) — ( ATy )

T2 /\ZL‘l

bildet keinen reellen Vektorraum. Gehen Sie die Vektorraum-Axiome (V1)—(V9) durch!
Welche sind erfiillt, welche sind verletzt?

7. Bestimmen Sie die Dimensionen der folgenden Untervektorriume des R® und geben Sie
jeweils eine Basis an!

U1
(i) Uy := Menge aller | vy | € R3, fiir die gilt: v; + 2 vy = 3.
U3
U1
(i) Uy := Menge aller [ vy | € R3, fiir die gilt:
U3

v1 +2v9 =3v3 und 2v; +4vy — 6v3 = 0.

1 1 0
(iii) Ug::< o], -1 ].[1 >
1 0 1

8. K.O.-Aufgabe!: , Ich kann iiberpriifen, ob eine Menge von Vektoren {vy, ...,v,} C R™
linear unabhangig ist.” Ein Kriterium fiir lineare Unabhangigkeit finden Sie auf Seite 558
des Buches.

IHierbei handelt es sich um eine KOMPETENZ-ORIENTIERTE Aufgabe, bei der es darum geht, die in der
Aufgabe formulierte Kompetenz an der Tafel zu demonstrieren. Die konkrete Angabe erhalten Sie erst, wenn
Sie zur Tafel gerufen werden. Natiirlich werden die darin vorkommenden Zahlen so gewahlt sein, dass sich
etwaige Rechnungen leicht im Kopf ausfiihren lassen. Im Aufgabentext finden Sie ein Beispiel dafiir, wie eine
solche Angabe aussehen kdnnte.



10.

11.

Beispielaufgabe: Uberpriifen Sie, ob die Menge {u,v,w} C R® mit u := -2 1,
2
2 3
v:=1| 3 | und w:= | 8 | linear unabhangig ist!
1 0

. R[X], ist der aus allen reellen Polynomen vom Grad < 2 bestehende Untervektorraum

von R[X].

(i) Bestimmen Sie seine Dimension!
(i) Zeigen Sie, dass B := {q1,q2,93} mit q; :=1+ X, g2 :=1— X und q3 := X?
eine Basis von R[X]; ist!
(iii) Stellen Sie das Polynom p := 1 — X? als Linearkombination der Basis B dar!

Sind U; und U, Untervektorraume eines KK-Vektorraums V/, so ist die Vereinigung U, UU,
nicht notwendigerweise ein Untervektorraum von V. Geben Sie ein Beispiel!

Beweisen Sie: Sind U; und U, Untervektorrdaume eines K-Vektorraums V', so ist auch
der Durchschnitt U; N Uy ein Untervektorraum von V.
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1. Zeigen Sie, dass die Menge aller Funktionen R — R der Form
r+ asin(z+b) mita,b € R beliebig

(ausgestattet mit den fiir Funktionen iblichen Operationen ,Summe" und , Multiplika-
tion mit einer Zahl") ein reeller Vektorraum ist und geben Sie eine Basis fiir ihn an!

Tipp: Benutzen Sie das Additionstheorem fiir den Sinus einer Summe!

2. Sei V ein K-Vektorraum und U ein Untervektorraum von V. Man nennt dann Vektoren
u,v € V zueinander dquivalent (Schreibweise u ~ v), wenn ihre Differenz in U liegt.
Formal wird also definiert:

u~v:su—vel.

(i) Zeigen Sie, dass fiir alle u,v,w € V gilt:

l)u~u.
2.) Aus u ~ v folgt v ~ u.
3)Ausu~vund v~wfolgtu~w.

Anmerkung: Damit ist gezeigt, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist. Die Aquivalenzklasse
eines Vektors v € V, d.h. die Menge aller zu v dquivalenten Vektoren, ist genau
der affine Teilraum v + U.

(i) Wie ist ~ fiir den Fall (V = R3, U = 2-Achse) geometrisch zu deuten?

3. Sei V ein K-Vektorraum und U ein Untervektorraum von V. Weiters seien 77 und 15
affine Teilrdume von V' mit Richtung U. Wahlt man v; € T7 und vg € T5, so kann man
versuchen, mittels

(vi+U)+ (v2+U) = (vi+va)+U

affine Teilraume zu addieren.

(i) Zeigen Sie, dass diese Summenbildung von den gewdhlten Vektoren vy und vo
(den Reprasentanten von T und 1) nicht abhangt!

(i) Fir den Fall (V = R?, U = Gerade durch den Ursprung) machen Sie eine Skizze,
die diese Unabhangigkeit von den Reprasentanten geometrisch illustriert!

4. K.O.-Aufgabe: ,Ich kann fiir gegebene Matrizen A € R™*" und B € R™* das
Produkt A - B berechnen.”

Beispielaufgaben:

5 —3
s 1 | (1),
2 -1



11
11
Geben Sie ganz allgemein A" fiir r € N an!! Was folgt daraus fiir die Potenzen der

1/1 1
1 E— ?
Matrix P 2(1 1).

6. K.O.-Aufgabe: , Ich kann den Rang einer Matrix bestimmen.” Lesen Sie dazu im Buch
ab Seite 522 nach, was der Rang einer Matrix ist.

5. Gegeben ist die Matrix A = ( ) Bestimmen Sie ihre Potenzen A%, A% und A*!

Beispielaufgaben: Bestimmen Sie den Rang der folgenden Matrizen:

-3 0
-1 10
D= 1 1 , E= 0 21 ],F= 1 50
6 -2 3 3 3 -5 1 2
4 1
7. Berechnen Sie die Inverse der Matrix
2 4 3
M = 2 1 2
1 2 1

auf dem Papier!
Uberpriifen Sie lhr Ergebnis durch Nachrechnen der Beziehung M—'M = E;

(i) auf dem Papier,
(i) mit Hilfe des Computeralgebra-Systems Mathematica oder mit WolframAlpha,
(iii) mit Hilfe des Computeralgebra-Systems von GeoGebra.

(Informieren Sie sich bei Bedarf selbst iiber die Syntax dieser Programme fiir die Eingabe
und Multiplikation von Matrizen!)

8. Beweisen Sie die Regel (AB)T = BT AT fiir das Transponieren von Produkten von
Matrizen!

cosa  sina
—sina  cos«o

9. Fiir jedes a € R sei S, := (
a, B €R.

). Zeigen, Sie dass S,Sp = S, fiir alle

10. Welche der folgenden Matrizen sind (i) symmetrisch, (ii) antisymmetrisch?, (iii) ortho-
gonal?

0 10 10
A:%(i‘;),B:i(;i),C: 100, D=[00
0 00 0 1

oS = O

i T
E= ( (@) ()Z )  F= ( (1) (I){ ) € R**®, wobei H eine orthogonale 2 x 2-Matrix ist.

1Im Buch wird die Konvention N = {1,2,3,...} und Ny = {0,1,2,3,...} verwendet (sieche Seite 33).
2Eine Matrix A € K™*" heifit antisymmetrisch, wenn AT = _A.
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. In der Physik besonders wichtig sind die drei komplexen Pauli-Matrizen

0 1 0 — 1
0'12:<10), O'QZ:(Z. 0)7 0'312(0

(Sie beschreiben die Komponenten des inneren Drehimpulses eines Spin-1/2-Teilchens

in der nichtrelativistischen Quantentheorie.)

(i) Zeigen Sie, dass sie die Beziehungen 0109 = i 03, 0203 = iy und 0301 = i02

erfillen!

(i) Zeigen Sie, dass {Ez, 01, 02,03} eine Basis von C**? ist!

. Fiir welche d € R hat das Gleichungssystem

0 d —3 T2 = 7
1 2 5 T3 8

genau eine Losung?

. K.O.-Aufgabe: , Ich kann die Determinante einer Matrix berechnen.”

Beispielaufgaben: Berechnen Sie jeweils die Determinante der Matrix:

w

2 0 0 égg_l 2 1 3 7 5 2
14 0 fol oo Lz 3o
2 7 -3 00 3 2 2 1 3 —10 0

. Wir bezeichnen die Spalten einer reellen 3 x 3-Matrix A mit a, b, ¢ (in dieser Reihen-

folge). Beweisen Sie, dass
det(A)=a-(bxc),

wobei - das Skalarprodukt und x das Vektorprodukt bezeichnet. Diese GréBe wird auch
das Spatprodukt der Vektoren a, b, c genannt. Was ist seine geometrische Bedeutung?

. Welche Werte kann die Determinante einer orthogonalen Matrix annehmen?



6. K.O.-Aufgabe: ,Ich kann ermitteln, ob eine gegebene Matrix orthogonal ist."
Beispielaufgabe: Ist die folgende Matrix orthogonal?

1 1 1
V3 V3 V3
O 1 1 2
R=|-% % ~Vs
I 0

V2 V2

7. Eine Permutationsmatrix ist eine quadratische Matrix, die in jeder Zeile und in jeder
Spalte genau einmal die Eintragung 1 und sonst iiberall die Eintragung 0 enthalt.

(i) Was macht eine n x n-Permutationsmatrix P mit den Komponenten eines Vektors
u € R"”, wenn sie auf diesen angewandt wird, d.h. wenn von u zu Pu ilibergegangen
wird? Woher haben Permutationsmatrizen ihren Namen?

(i) Argumentieren Sie, dass man jede n x n-Permutationsmatrix aus der n x n-
Einheitsmatrix durch eine Abfolge von Vertauschungen von Spalten erhilt.

(iii) Argumentieren Sie, dass man jede n x n-Permutationsmatrix aus der n x n-
Einheitsmatrix durch eine Abfolge von Vertauschungen von Zeilen erhilt.

(iv) Welche Werte kann die Determinante einer Permutationsmatrix annehmen?

(v) Wieviele n x n-Permutationsmatrizen gibt es?

8. Das , Epsilon-Symbol" ¢, fiir j,k,1 € {1,2,3} ist definiert durch

€123 = €231 = €312 = 1
€913 = €132 = €321 = —1
€jrr = 0 in allen anderen Fallen.

Nun seien u,v € R3 und w = u x v ihr Vektorprodukt. Zeigen Sie, dass

3
w; = E Ejkl Uk Uy fur] = 1,2,3.
k=1

9. Zeigen Sie, dass die Determinante einer 3 x 3-Matrix A mit Komponenten a;;, mit Hilfe
des in Aufgabe 8 definierten Epsilon-Symbols in der Form

3
det(A) = Z €kl Q51 Q2 Ar3

Jkl=1

geschrieben werden kann, auf zweierlei Arten, und zwar

a1 G122 A13
(i) wahlweise durch Entwicklung nach der ersten Spalte von A = | a2 age ass
a31 a3z 0ass
oder indem Sie zeigen, dass die angegebene Beziehung die Regel von Sarrus aus-
driickt.
(i) und (das ist die elegante Version) indem Sie (ohne die obige Summe explizit aus-
zurechnen) zeigen, dass die rechte Seite der angegebenen Beziehung gleich dem
Spatprodukt der Spalten von A ist, vgl. mit Aufgabe 4!
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1. Welche der folgenden Abbildungen sind linear, welche nicht? Begriinden Sie!

T —X2

() p:RE=R3 ol 0 | = =
3 T3
v T4y

S o3 2 _

(i) p: C=C*% pl y —<1+2)
z

(i) o : R? > R, a<x1):x1
X2

: 2+ 3t

. 2 :
(iv) v: R = R?, v.tr—><1_2t)

2. Verifizieren Sie, dass die Matrix

0 -1 0
A= -1 0 0
0 0 1
1
eine Spiegelung an jener Ebene durch den Ursprung, die normal zum Vektoru := | 1

liegt, beschreibt!

1
3. Die Matrix P := 3 ( 1 1 ) gibt Anlass zur linearen Abbildung R? — R?, v s Pv.

(i) Untersuchen Sie ihre Wirkung! Beschreiben Sie in Worten, wie Pv geometrisch
aus v hervorgeht! Machen Sie auch eine Skizze!

(i) Zeigen Sie, dass P? = P gilt!
(iii) Geben Sie einige andere Beispiele von linearen Abbildungen V' — V' an, die gleich

ihrem Quadrat sind! Was haben sie alle im Hinblick auf wiederholtes Anwenden
gemeinsam? Mit welchem Begriff sollte man derartige Abbildungen bezeichnen?

4. K.O.-Aufgabe: ,Ich kann zu einer gegebenen linearen Abbildung ¢ : R — R™ jene
Matrix A € R™*" bestimmen, sodass p(x) = Ax."



Beispielaufgabe:
Fiir die lineare Abbildung ¢ : R? — R? gilt:

(z) = 311 — 21,
Y N - + 41}2 '
Bestimmen Sie A, sodass ¢(x) = Ax.

. Fiir die mit Hilfe einer Matrix B € R?*2 definierte lineare Abbildung R? — R?, x — Bx
gilt:

e1 — Hep+2es
ey +— 3ep—Teqy,

wobei e; und e, die Vektoren der Standardbasis des R? sind. Bestimmen Sie B.

. K.O.-Aufgabe: , Ich kann Kern und Bild einer linearen Abbildung bestimmen und daran
erkennen, ob die Abbildung injektiv/surjektiv ist."

Beispielaufgabe:
X
T T
Gegeben ist die lineare Abbildung 7: R® = R*, 7| 2, | := ;
3
T3

X1+ To + T3

(i) Bestimmen Sie den Kern von 7. Ist 7 injektiv?
(ii) Bestimmen Sie das Bild von 7. Ist 7 surjektiv?

. Bestimmen Sie Kern und Bild der durch die Matrix A = definierten

N = O
=~ N
S W DN

linearen Abbildung ¢ : R?* — R3, x — Ax, indem Sie

(i) jeweils eine Basis dafiir angeben
(i) und diese beiden Untervektorraume mit Mitteln des Mathematikunterrichts cha-
rakterisieren!

. Auf dem reellen Vektorraum P; der Menge aller Polynomfunktionen R — R vom Grad
< 3 wird die Operation des Ableitens betrachtet: D : P3 — Ps, D(p) := p'. Bestimmen
Sie Kern und Bild von D.
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Da die im Buch verwendete Notation fiir Darstellungsvektoren und -matrizen handschriftlich
etwas sperrig ist, wird die in der Vorlesung vereinbarte alternative Schreibweise: [v]p statt pv
und [¢]c p statt ¢ M (p)p benutzt.

1. Geben Sie eine lineare Abbildung an, fiir die Kern und Bild identisch sind! Was passiert,
wenn so eine Abbildung zweimal angewandt wird?
Tipp: Wie muss eine lineare Abbildung R? — R? auf die Vektoren der Standardbasis
wirken, damit ihr Kern und ihr Bild gleich der x;-Achse sind?

2. Seien V und W endlichdimensionale Vektorraume liber K und ¢ : V' — W eine lineare
Abbildung. Entscheiden Sie (und begriinden Sie jeweils mit einem Beispiel oder mit einem
Gegenargument), welche der folgenden Situationen méglich sind und welche nicht:

(i) dim(V) < dim(W) und ¢ ist surjektiv.
(i) dim(V') > dim(W) und ¢ ist surjektiv.
(i) dim(V') < dim(W) und ¢ ist injektiv.
(iv) dim(V') > dim(W) und ¢ ist injektiv.
3. K.O.-Aufgabe: ,Ich kann zu einer durch eine Matrix gegebenen linearen Abbildung

¢ : R? — R? die Darstellungsmatrix [¢]p von ¢ beziiglich einer gegebenen geordneten
Basis B ermitteln.

Beispielaufgabe: Gegeben ist die lineare Abbildung ¢ : R? — R?, ¢(x) = Ax mit

A:(fj>

Ermitteln Sie die Darstellungsmatrix [¢]p von ¢ beziiglich der geordneten Basis

(1))

4. Gegeben ist die lineare Abbildung 1 : R? — R3, p(x) = Gx mit

Ermitteln Sie die Darstellungsmatrix [¢)]¢ 5 von ¢ beziiglich der geordneten Basen

1 1 1 1 1
B:((l),(_l))vonRzundC’: o, 1],]1 von R3.
0 0 1



5. Es sei Py der Vektorraum aller Polynomfunktionen R — R vom Grad < 2 und
X : Py — P5 die lineare Abbildung, die den quadratischen Term wegzwickt, also

p@) =ar® +az+as = (x(p)(®)=az + ao.
Ermitteln Sie die Darstellungsmatrix von y

(i) beziiglich der geordneten Basis B = (z +— 1,z + z,x — %) von Py
(i) beziiglich der geordneten Basis C' = (x — 2%,z + x, 2+ 1) von P,
(iii) beziiglich der geordneten Basis D = (z +— 1,2 — 1 +x, 2~ 1+ 2z + 2?) von Ps.

6. Es sei V' der Vektorraum aller Polynomfunktionen (0,1) — R vom Grad < 2. Zeigen
Sie, dass die Abbildung p, die jedem Polynom p € V' die Funktion

() ) =7 [ oty

zuordnet, eine lineare Abildung V' — V ist und ermitteln sie ihre Darstellungsmatrix
beziiglich der Basis B = (z + 1,z + z,z > z?).

7. Gegeben ist die lineare Abbildung ¢ : R? — R?, p(x) = Ax mit

2 —1
A= ( 2 ) |
Ermitteln Sie die Darstellungsmatrix [¢]p von ¢ beziiglich der geordneten Basis

B= (( _31 ’ _11 von R2. Interpretieren Sie lhr Ergebnis, indem Sie die Wir-

kung von ¢ in Worten beschreiben! lllustrieren Sie mit einer Skizze! Vergleichen Sie die
Determinante und die Spur® von A und [¢]5.

8. Die Darstellungsmatrix einer linearen Abbildung w : R?* — R? beziiglich der geordneten
Basis B = (3e; — e, €1 + €5, €3) (mit e; = Vektoren der geordneten Standardbasis) ist
gegeben durch

2 -1 0

wlp=|( 3 6 3

1 1 0

Berechnen Sie w(e;), w(es), w(es) und die Darstellungsmatrix [w]g von w beziiglich der
geordneten Standardbasis £ = (el,eg,eg).

!Die Spur einer quadratischen Matrix A, bezeichnet mit Sp(A), ist die Summe ihrer Diagonalelemente.
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1. Drehungen im R3 spielen u.a. in der Physik bei Koordinatentransformationen eine groBe
Rolle. Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix (beziiglich der Standardbasis) einer Dre-
hung um den Winkel o um die x-Achse, und ebenso die Darstellungsmatrizen fiir ent-
sprechende Drehungen um die y- bzw. z-Achse.

Hinweis: In den Spalten einer Matrix stehen die Bilder der Basisvektoren.

2. In Aufgabe 9 von Blatt 2 wurde gezeigt, dass fiir Drehmatrizen S, € SO(2)! gilt, dass
SaSs = Sats = Sptra = SpS, fir alle o, B € R. Insbesondere gilt also S, Sz = SS,,
d.h. Drehungen im R? kommutieren (die Reihenfolge ist egal) und bilden damit eine
Abelsche Gruppe. Gilt dies auch fiir (beliebige) Drehungen im R3, ist also auch die
SO(3) eine Abelsche Gruppe? (Beweis oder Gegenbeispiel!)

3. Auf dem reellen Vektorraum P, der Menge aller Polynomfunktionen R — R vom Grad
< 2 wird die Operation des Ableitens betrachtet: D : Py — Py, D(p) :=p'.

(i) Geben Sie [D]p p fiir die geordnete Basis B = (x — 1,z + z,z > 2%) an!
(i) Zeigen Sie durch explizites Nachrechnen, dass [D?|p 5 = [D]|p* und [D¥|5p =
[D]B,B3 gllt|
(iii) Sei g die durch g(z) = 32® — 5z + 7 gegebene Polynomfunktion. Bestimmen Sie
[¢]5 und [¢'] 5 und stellen Sie die Beziehung

%(3:02—5:0—1—7):6:6—5

in Matrixform beziiglich der geordneten Basis B dar!

4. Seien Py, D und B wie in Aufgabe 3. Es wird nun auch eine andere geordnete Basis
von P, betrachtet: C = (x +— 1+ 2,0 — 1 — 2,20 — 2?).

(i) Bestimmen Sie [D]cc.

(ii) Bestimmen Sie die Basistransformationsmatrix S.

(iii) Verifizieren Sie durch explizite Berechnung mit den Ergebnissen von (i) und (ii),
dass [D]cc = S [D]pp S gilt!

1SO(n) ist die Gruppe der speziellen orthogonalen n x n—-Matrizen, SO(n) := {A € R™" : ATA =
E; und det A = 1}.




. Sei V' der reelle Vektorraum aller Polynomfunktionen vom Grad < 2 undseip: V — V
jene lineare Abbildung, die jedem Polynom p € V' das Polynom

o(p) sz = plr —1)

zuordnet. Berechnen Sie die Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich der geordneten Basis
B=(x— 1,2z, 2?).

. Sei V wie in Aufgabe 5 und sei ¢ : V' — V jene lineare Abbildung, die jedem Polynom
p € V das Polynom

U(p) sz pla)(z — 1)

zuordnet. Berechnen Sie die Darstellungsmatrix von v beziiglich der geordneten Basis
C=(x—1l+z,x—1—z12°).

. Sei V' der Vektorraum aller Funktionen der Form
R—R, v+ (a+bx+ca®)e”.

mit a,b,c € R, und sei x : V. — V jene lineare Abbildung, die jeder Funktion f € V'
ihre Ableitung f’ zuordnet. Berechnen Sie die Darstellungsmatrix von y beziiglich der
geordneten Basis B = (1 — e,z > z €%, x > 2% e”).

. Seien V' und W Vektorrdaume iber K, dim(V) = n und dim(W) = m. Der K-
Vektorraum aller linearen Abbildungen V' — W werde mit Hom(V, W) bezeichnet.
Weiters sei B eine geordnete Basis von V' und C' eine geordnete Basis von W,

(i) Beweisen Sie, dass fiir beliebige lineare Abbildungen ¢ und ) von V' nach W und
fiir beliebige A € K gilt:

i +Yles =[pklos + [Wes  und  [Aples = Alples.
Formulieren Sie diese zwei Beziehungen in Worten!
Damit ist gezeigt, dass die Abbildung
® : Hom(V, W) — K™, ®(x) := [x|c.s
linear ist. Ist sie
(i) surjektiv?

(iii) injektiv?
(iv) bijektiv?
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cosa sino

. Fir 0 < a < 7 sei die Matrix S, := ( )
—Slino COS«

) gegeben.

(i) Die Matrix S, werde als Element von R?**? aufgefasst. Sie beschreibt dann eine
Drehung um den Winkel «.. Berechnen Sie ihre Eigenwerte! Ist sie diagonalisierbar?

(i) Die Matrix S, werde als Element von C?*? aufgefasst. Berechnen Sie ihre Eigen-
werte! Ist sie diagonalisierbar?

2. Berechnen Sie die Eigenwerte der Matrix A = ( _01 (2) )

(i) uber R, d.h. fiir den Fall, dass sie als lineare Abbildung R? — R? aufgefasst wird,
(i) tber C, d.h. fiir den Fall, dass sie als lineare Abbildung C* — C? aufgefasst wird.

3. Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix B = ( ; ? )

4. Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix N = < 8 _02 >

5. Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix M = ( 9 E))H 2__1Z )

0O 2 00

. -1 0 0 0

6. Sei C = 0 0 1 2
0 0 21

Bestimmen Sie die Eigenwerte dieser Matrix (iiber C) unter Zuhilfenahme der Ergebnisse
der Aufgaben 2 und 3, ohne eine weitere Rechnung durchzufiihren!

7. Die Eigenwerte von 2 x 2-Matrizen lassen sich mit den (iiber C geltenden) Identitaten

Summe der Eigenwerte = Spur der Matrix

Produkt der Eigenwerte = Determinante der Matrix

manchmal durch reine Kopfrechnung ermitteln. Bestimmen Sie die Eigenwerte der fol-
genden Matrizen iliber C, ohne eine Rechnung auf dem Papier zu machen:

(o)) e () ee(h )



. Auf dem reellen Vektorraum P, der Menge aller Polynomfunktionen R — R vom Grad
< 2 wird die lineare Abbildung: T": P, — P, (T'(p)) (z) := zp'(x) Vo € R betrachtet.
Ermitteln Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren von T’

(i) durch direktes Arbeiten mit Polynomfunktionen,

(i) mit Hilfe der Darstellungsmatrix von T' beziiglich der geordneten Basis
B=(x— 1,2z, 2°).

Anmerkungen: Um die Wirkung dieser linearen Abbildung pragnanter auszudriicken,
konnen Sie statt 7" auch x % schreiben. Die hier auftretenden Eigenvektoren sind Ele-
mente von P,, also Funktionen, und werden daher auch Eigenfunktionen genannt.

. Zeigen Sie, dass die Ahnlichkeit von n x n-Matrizen iiber K eine Aquivalenzrelation ist!
Schreiben Sie A ~ B, wenn es eine invertierbare Matrix S € K™*" gibt mit A = S™!BS
und zeigen Sie, dass fiir beliebige A, B, C € K"*" gilt:

1) A~A,
2)A~B=B~A,
3) A~Bund B~C= A~C.

10. Mit A = ( 0 1 ) und o € R berechnen Sie e® 4.

-1 0

3
11. SeiB=| 1 € R3*3,
0

S W
_ o O

(i) Ermitteln Sie die Eigenwerte und Eigenrdume von B.
(il) Ist B diagonalisierbar? Falls nein, begriinden Sie! Falls ja, ermitteln Sie eine Matrix
S € R**3, fiir die S™' B S diagonal ist!
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1. Ist die Abbildung

1
R? XRZ%R? (x,y) '—>1313/1—§352Z/2

ein euklidisches Skalarprodukt auf R? ? Begriinden Sie!

2. Ist die Abbildung
R™" x R™" R, (A,B)+ Sp(ATB)
(Sp = Spur) ein euklidisches Skalarprodukt auf R"*"? Begriinden Sie!
3. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum der Dimension n. Eine lineare Abbildung
V' — K heiBt lineares Funktional auf V. Die Menge aller linearen Funktionale auf V'

wird der Dualraum von V' genannt und mit dem Symbol V* bezeichnet. Er ist ebenfalls
ein K-Vektorraum der Dimension n.

Zeigen Sie: Fiir jedes p € (R")" existiert ein u, € R, sodass
p(x) =u,-x fir alle x € R",

wobei - das Standard-Skalarprodukt auf R bezeichnet. (Das bedeutet, dass die Wirkung
von p als ,, bilde das Skalarprodukt mit u,“ beschrieben werden kann.) Zeigen Sie weiters,
dass u, durch p eindeutig bestimmt ist!

4. Sei V ein euklidischer Vektorraum. Zeigen Sie, dass fiir alle u,v € V gilt:
_ 1 2 . 2
u-v=(futv]®=flu=v]7).

5. Sei V ein euklidischer Vektorraum. Zeigen Sie, dass fiir alle u,v € V gilt:
211l + [V]12) = lha+ vif? + [l = v

Was bedeutet das fiir die Geometrie des Parallelogramms?
(Siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Parallelogrammgleichung.)

6. Der Untervektorraum U von R* sei definiert als die Menge aller x € R?, fiir die gilt:
1 +2x9 — 323+ 24 =0 und 21 — 29 + 23 — x4 = 0. Geben Sie eine ON-Basis von U
und eine ON-Basis von U~ an!

Achtung: Hier kommen keine ,,schénen Zahlen" heraus. Fiir die nétigen Operationen mit
Vektoren konnen Sie bei Bedarf ein CAS verwenden!


https://de.wikipedia.org/wiki/Parallelogrammgleichung

7. Der Vektorraum P, der Polynomfunktionen [—1,1] — R vom Grad < 2 sei mit dem
euklidischen Skalarprodukt

1
prai= [ pl)ale)ds
-1
ausgestattet. Wenden Sie das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren auf die
Basis {ug, u;, us} mit u; : x — 27 (fiir j = 0,1,2) an, um eine Orthonormalbasis von
Ps zu finden!

Kommen die Polynome, die Sie auf diese Weise erhalten, irgendwo im Buch vor?

8. Sei V ein euklidischer oder unitarer Vektorraum der Dimension n, und seiend;,....d, €
V. Zeigen Sie: Falls

d (v-dj)dj=v firalleveV,

J=1

soist {dy,...d,} eine ON-Basis von V.

Anmerkung: Die angegebene Beziehung heiBt , Vollstandigkeitsrelation®. |hre unend-
lichdimensionale Verallgemeinerung spielt in der Theorie der Hilbertraume, die in der
Quantenphysik zur Anwendung kommt, eine wichtige Rolle.

9. Und nun zum Abschluss eine Aufgabe, die in einem unendlichdimensionalen Vektorraum?

spielt: Sei f : R — R die 27-periodische Fortsetzung der Funktion
| —m 7 =R, t—t

(i) Entwickeln Sie f in eine Fourierreihe! Gehen Sie dabei so vor wie im Buch auf
S. 743 f beschrieben! Um Konvergenzfragen miissen Sie sich nicht kiimmern. Die
Reihe, die Sie erhalten, konvergiert fiir alle t € R gegen f(t). Sie konnen dabei die
folgenden unbestimmten Integrale benutzen:

2t sin(kt E*t? — 2 kt

/tQ Sll’l(kt) dt _ SZ;( ) i ( kz) COS( ) +O fUI’ k‘ c N
2t kt E2t%2 — 2) sin(kt

/t2 cos(kt)dt = sz< ) + ( kg sin(kt) +C  firkeN,

(ii) Plotten Sie den Graphen von f und den Graphen der Partialsumme der Fourierreihe
bis zum Glied mit k = 5.

o0

1
(iii) Setzen Sie in der Fourierreihe t = 7, um den Wert der Reihe Z T berechnen!
k=1

IFiir den Zweck dieses Aufgabe ist es nicht wichtig, um welchen unendlichdimensionalen Vektorraum es
sich genau handelt. Es gibt mehrere Moglichkeiten, der Fourierreihenentwicklung einen Vektorraum zugrunde
zu legen. Wichtig ist hier lediglich, dass f stetig und stiickweise differenzierbar ist. Fiir jede solche Funktion
f konvergiert die Fourierreihe von f punktweise gegen f. Mehr zu Fourierreihen finden Sie bei Interesse im
Kapitel 30 des Buchs.



Freiwillige Zusatzaufgaben:

Falls Sie Ihr Kénnen noch anhand zweier Anwendungsaufgaben erproben wollen (sie zdhlen
nicht zu den offiziellen AUfgaben fiir die Ubungen), die auch illustrieren, wozu die Diagonali-
sierung von Matrizen in der Praxis dienen kann, hier sind zwei:

(A)

Ein harmonischer Oszillator (man kann dabei an ein nicht allzu stark ausgelenktes Pen-
del denken) wird durch eine Differentialgleichung vom Typ " (t) = —k y(t) beschrieben,
wobei die Konstante & > 0 charakterisiert, wie stark der Oszillator an die Gleichgewichts-
lage y = 0 gebunden ist. Werden zwei solche Oszillatoren (mit Auslenkungen y; und y»)
durch eine elastische Kraft aneinander gekoppelt, so wird das Gesamtsystem durch das
Differentialgleichungssystem

" (t) = —kyi(t) +w (y2(t) — ya(t))
g (t) = —kya(t) — w (y2(t) — (1))

beschrieben. Dabei charakterisiert die Konstante w > 0 die Starke der Kopplung. Fasst
man die Auslenkungen der beiden Oszillatoren zu einem zeitabhangigen Vektor

y(t) = ( zlgg ) zusammen, so kann das obige Differentialgleichungssystem in Ma-
2

trixform als y”(t) = —Ay(t) geschrieben werden.

(i) Bestimmen Sie die Matrix A.
(ii) Argumentieren Sie, dass A diagonalisierbar ist!

(iii) Die Oszillatoren fiihren eine , Eigenschwingung" aus, wenn y(t) = f(¢)u, wobei
f : R — R eine zweimal differenzierbare Funktion und u ein (zeitunabhangiger)
Eigenvektor von A ist. Bestimmen y(¢) fiir alle Eigenschwingungen! Sie kénnen
dabei die Tatsache benutzen, dass die allgemeine Losung der Differentialgleichung
g"(t) = —cg(t) fir ¢ > 0 durch g(t) = a sin(y/ct)+b cos(y/ct) mit frei wahlbaren
Konstanten a und b gegeben ist.

(iv) Stellen Sie sich die Oszillatoren als zwei nebeneinander hingende Pendel vor (y;
und ¥y, sind dann ihre Auslenkwinkel), die mit einer elastischen Feder miteinander
verbunden sind. Die Feder ist entspannt, wenn die Auslenkwinkel gleich sind, d.h.
wenn y; = 1o ist. Wie sehen dann die Eigenschwingungen aus, wenn man ihnen
zuschaut?

Bei einer bestimmten Tierart haben die Weibchen einen ein- bis zweijahrigen Reproduk-
tionszyklus. Ein Weibchen, das weniger als ein Jahr alt ist, wird , nulljdhrig” genannt.
Ein Anteil von % aller nulljahrigen Weibchen stirbt am Ende des Jahres, die anderen
sind im darauffolgenden Jahr ,einjahrig”. Ein nulljahriges Weibchen bekommt im Mittel
g Nachkommen, ein einjahriges bekommt im Mittel % Nachkommen. Noch altere Weib-
chen bekommen keine Nachkommen mehr. Wir nummerieren die Jahre mit k& € N,.
Wird die Anzahl der nulljdhrigen Weibchen im Jahr k& mit zo(k) bezeichnet und die

Anzahl der einjahrigen Weibchen mit z;(k), so geniigt die Populationsentwicklung dem



Differenzengleichungssystem

3 4

Ak +1) = %zo(k)

fir k € Ny. Ermitteln Sie die Lésung dieses Systems zu vorgegebenen Anfangswerten
20(0) und 21 (0) mit folgender Methode:

(i) Fassen Sie 29(k) und 21 (k) zu einem Vektor z(k) € R? zusammen und schreiben
Sie das obige Differenzengleichungssystem in Matrixform z(k + 1) = B z(k) an!
Die Lésung des Problems kann nun formal als z(k) = B* z(0) geschrieben werden.

(i) Nun stehen zwei Verfahren zur Wahl. Variante 1: Sie diagonalisieren die Matrix
B, um B* fiir k € Ny explizit zu berechnen. Variante 2: Sie schreiben z(0) als
Linearkombination der Eigenvektoren, um Bkz(O) zu berechnen, ohne zuvor B
berechnet zu haben. Wahlen Sie eine der beiden Varianten und ermitteln Sie die
gesuchte Losung!

(iii) Untersuchen Sie das Langzeitverhalten (d.h. das Verhalten fiir k — 00) der Losung!
Wie wird sich das Verhaltnis der Anzahl der nulljahrigen Weibchen zur Anzahl der
einjahrigen Weibchen einpendeln?

Fiir die notigen Matrizenoperationen, die man im Prinzip auch auf dem Papier ausfiihren
kann, konnen Sie bei Bedarf ein CAS verwenden.
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. Transformieren Sie die Quadrik

8 12 17
59: + eyt Y+ 242428y — 56 =0

durch eine Drehung und eine Verschiebung auf Koordinaten, in denen offensichtlich ist,
um welche Art von Punktmenge es sich handelt (d.h. bringen Sie die Quadrik mittels
einer Hauptachsentransformation in Normalform)! Sie konnen zur Berechnung der ent-
sprechenden Drehmatrix ein CAS verwenden.

2. Stellen Sie die Graphen der folgenden Funktionen fiir konkrete Parameterwerte a, b, ¢ €
N dar (Sie kdnnen dazu Technologie einsetzen, z.B. den Befehl Kurve in GeoGebra
oder den Befehl P1ot3D in WolframAlpha/Mathematica), beschreiben Sie den jeweiligen
Graph in Worten und erklaren Sie, was die einzelnen Parameter bedeuten.

acost
(i) h:[—me,mc] = R3 h(t) = | asint
bt
(i) f:R* =R, f(z,y) = acos(by/22 + y?)
(i) g: {xeR?: ||x|| < a} = R, g(x) = a— +/a? — ||x]|? (wobei ||x|| = /2% + z3).
3. Bestimmen Sie fiir folgende Funktionen jeweils die Niveaulinien (Hohenlinien) zu den
Funktionswerten (Hohen) 1, 2 und 3 und machen Sie jeweils eine Skizze!
(i) u:R* >R, u(z,y) =2z + 3y.
(i) v:R? >R, wv(x,y) =12+
(i) w: R =R, wzy) =y>—

4. Skizzieren oder plotten Sie nachstehende Folgen im R? und geben Sie den Limes an:

k

(COSSO Smgp) fiir ein festes € [0, 27].

7'(' s
(i) (cos &) sin 6))




5. Ermitteln Sie fiir die Funktion
fRIN{(0,0)} = R, (2,y) —
die folgenden Grenzwerte:
(i) lim f(a®),  lim f(b®),
wobei () und (b))%, die in Aufgabe 4 definierten Folgen sind.

(i)  lim )f(x,y), ylim (lim f(m,y)), lim <yh_>I£lof(I,y))

(z,y)—(0,1 —00 \ T—00 T—00

5 — o
x?+ 92

6. Wo sind die folgenden Funktionen stetig? Geben Sie eine kurze Begriindung!

() a:R* =R, a(z,y) = (2zy> — 3y)e ™

(i) 8:R SR, By, ) = sin(zy) + cos(yz)

1+ 22 + 22
1 falls z >0
(i) v:R2 > R, ~v(x,y) =2?+ ysgn(x), wobei sgn(z) ;=< 0 falls 2 =0
—1 falls z <0

7. Gegeben ist die Funktion F': R? x (R\ {0}) — R,
3
Fle.y,2) = V5+a?+ .

Berechnen Sie den Gradienten gradF(x,y, z) und die Richtungsableitung im Punkt
P = (2,1,1) in Richtung des Vektors a = —=(1,1,1)".

8. Zeigen Sie, dass die Funktion f : R? — R,
ry
wenn (z,y) # (0,0)
flz.y) = {

x2 + y?
0 sonst

im Punkt (0, 0) nicht stetig ist (z.B. indem Sie zu Polarkoordinaten iibergehen oder eine
Nullfolge (a®)2° | finden, fiir die kh_{gO f(a®) £ £(0,0)). Ist f partiell differenzierbar?
9. Ermitteln Sie die Gleichung der Tangentialebene an den Graphen der Funktion
[R5 R, f(r,y)=e""% + 3xy?
im Punkt @ = (2,1, f(2,1)).
10. Sei a € R. Betrachten Sie die Funktion
w:RI\A{(0,0)} = R, w(x) =[x
(i) Fiir welche Werte von « l3sst sich w zu einer auf ganz R? stetigen Funktion &
fortsetzen?

(ii) Fiir welche Werte von « ist w im Punkt (0,0) differenzierbar?
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1. Berechnen Sie die Jacobi-Matrix von

ey
F:R* =R F(ry) = %y
In(1 + z?)
2. Seien f :[0,00[— R? und g : R® — R definiert durch
1
feoy =1t |, 9(x1, w9, 13) = 2] — dw175 + 3.
Vi

Bilden Sie h := go f und berechnen Sie die Ableitung von A einmal ,,direkt” und einmal,
indem Sie g o f mithilfe der Kettenregel differenzieren.

3. Seien a,b: R — R und f : R? — R stetig differenzierbare Funktionen. Betrachten Sie

das Parameterintegral
b(t)

](t):/f(x,t)dx
a(t)

und berechnen Sie £1(t). Setzen Sie dazu

u2 a(t)
H(uq,ug,u3) := /f(x,u;;)dx, gt):=1| b(t) |,
u1 t

sodass I(t) = H o g(t) und verwenden Sie die Kettenregel.
Hinweis: Die hier beschriebene Situation wird im Buch in Abschnitt 24.4 diskutiert.

4. Losen Sie die (exakte) Differentialgleichung

2% sin(y) y' (z) — 22 cos(y) = 0.

Hinweis: Exakte Differentialgleichungen werden im Buch ab Seite 896 behandelt.



. Lasst sich die durch den Punkt P = (1, 1) verlaufende Héhenlinie der Funktion

fRE =R fla,y) = (o +yf)e @
in einer Umgebung von P als Funktion x +— y(x) darstellen? Falls ja, berechnen Sie die
Ableitung dieser Funktion bei x = 1.
Hinweis: Der Hauptsatz iiber implizite Funktionen wird im Buch in Abschnitt 24.5 be-
handelt.

. Plotten Sie die Funktion aus Aufgabe 5 (z.B. mit WolframAlpha) und klassifizieren Sie

alle kritischen Punkte. Zur Bestimmung der Definitheit der Hessematrix finden Sie ein
Merkblatt in Moodle.

. Klassifizieren Sie alle kritischen Punkte der Funktion f : R® — R,
flay,2) =2+’ +2° —x—y— 2
. Klassifizieren Sie alle kritischen Punkte der Funktion f : R® — R,

f(z,y,2) = (z +2y)* + 3y + 2)°.

. Welche Punkte der Parabel y = 22 — 2 liegen dem Ursprung (0,0) am nichsten? Losen
Sie die Aufgabe auf zwei Arten:

(a) Die Methode, die man in der Schule anwenden wiirde:

Zielfunktion, zunachst in zwei Variablen: f(x,y) = Abstand(squadrat) von
(x,y) zum Ursprung.

Nebenbedingung: g(z,y) = 0 (Parabelgleichung).

Man [6st die Nebenbedingung nach einer Variable auf, setzt in f(z,y) ein
und erhalt eine Zielfunktion in nur einer Variablen, die (nicht ganz korrekt)
meist ebenfalls mit f bezeichnet wird.

(b) Alternative Methode: Zeichnen Sie die Parabel und alle Kreise mit Mittelpunkt im
Ursprung, die die Parabel beriihren!

Argumentieren Sie, dass die Gradienten der Funktionen f und ¢ in den
Beriihrpunkten zueinander parallel sind.
Losen Sie daher das Gleichungssystem

grad f(z,y) = Agrad g(z,y)
g(z,y) =0

nach (z,y, \).

Sie kdnnen sich hier z.B. vorstellen, Sie wiirden auf dem Graphen von f marschieren,
und zwar genau entlang eines durch die Bedingung g(x,y) = 0 definierten Pfades.
Wie verhilt sich Ihr Pfad zur lokalen Hohenlinie an seinen tiefstgelegenen Stellen?
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T 7'1'/2 7'('/2 e

1. Berechnen Sie die iteriertenIntegrale//cos(Zx—y) dy dx und //cos(Qa:—y) dx dy.

2. Sei A das Rechteck [1,2]x[0, 2] C R2. Berechnen Sie das Flichenintegral /x €172 d(xq, x9).
A

3. Sei B C R? das von den Graphen der Funktionen z +— 23 und x — 22 eingeschlossene
Flachenstiick. Skizzieren Sie die Situation und berechnen Sie /(m —y)d(z,y).

B
4. Sei G :={(z,y) € R : 0 < = < y < 5}. Skizzieren Sie G und berechnen Sie das
Integral® .J _/Smyd

5. Sei G das zwischen der Parabel und dem Halbkreisbogen eingeschlossene Flachenstiick:

0,2)

Halbkreisbogen
Parabel

(-1,1) (1,1

(0,0

Berechnen Sie das Integral /fdA, wobei f(z,y) = .

'Hinweis: Der Integrand (z,y) — SINY |55t sich zu einer stetigen Funktion auf ganz R? fortsetzen, Sie
kénnen J nach dem Satz von Fubini also als iteriertes Integral berechnen, wobei die Integrationsreihenfolge
keine Rolle spielt (und die eine eventuell giinstiger als die andere ist).



6. Berechnen Sie das Volumen des Gebiets

Gi={(r,y,2) €ER* x>0,y >0,2> 0,2+ 2y + 2z <2}

Ebene
r+2y+22=2

x+2y:20dery:—%x—|—1

7. Berechnen Sie den Schwerpunkt des von den beiden Parabeln eingeschlossenen Flachenstiicks:

0,4)

(=2,0) (2,0)

8. Bestimmen Sie das Volumen einer Viertelkugel mit Radius R durch Integration in Ku-
gelkoordinaten.

9. Bestimmen Sie das Volumen eines Drehkegels mit Hohe H und Radius R durch Inte-
gration in geeigneten Koordinaten.

10. Lassen Sie die Figur aus Aufgabe 7 gedanklich um die y-Achse rotieren und bestimmen
Sie das Volumen des dabei entstehenden Rotationskorpers.
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1. Sei B:= {x € R?: ||x|| < 1}. Betrachten Sie die Funktion

@ 0
w:R =R, wx) = Il x #
0 sonst

(i) Fiir welche Werte von « existiert das Integral /de?

B

(ii) Fiir welche Werte von « existiert das Integral / wdV?
R3\B

Tipp: Wahlen Sie fiir die Integration Koordinaten, die den Symmetrieeigenschaften von
w angepasst sind.

2
m|vl|

2. Betrachten Sie die Funktion p : R* — (0,00), p(v) = Ne™ 27, wobei m, k und T
positive Konstanten sind. Bestimmen Sie N, sodass

/p(v)dgv =1 gilt’ und in weiterer Folge das Integral o := / v][p(v)d3v.
R3 R3
Sie kdnnen dabei verwenden, dass beQe““”de = /7= und Ofvge_‘wzdv = 553,

3. Schreiben Sie als Kurven mit einer geeigneten Parameterdarstellung an:

(a) Im R? den Polygonzug von (0,0) nach (1,1) und weiter nach (1,—1).

!Die so normierte Funktion p lisst sich als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretieren. Da sie kugelsymme-
" v ’NL’U2
trisch ist, konnen wir die Winkelintegration sofort ausfiihren und erhalten jR3 p(v)d3v = jooo 4w Nv2e™ 2T du,

wobei v := ||v]|. Die Funktion v — Ar Nv2e 57 mit passender Normierungskonstante N ist die Wahrschein-
lichkeitsdichte der sogenannten Maxwell-Boltzmann-Verteilung, die die statistische Verteilung des Betrags der
Teilchengeschwindigkeiten eines idealen Gases im thermischen Gleichgewicht beschreibt. Bedeutung der Kon-
stanten: m ist die Masse eines Teilchens, T ist die Temperatur des Gases, k = 1.38064852-10~23m2kg s~ 2K ™!
ist die Boltzmannkonstante. Der Erwartungswert o := (||v||) ist die mittlere (betragsmiBige) Geschwindigkeit
eines Teilchens. Anmerkung fiir Physiker*innen: Die Wahrscheinlichkeit, ein physikalisches System bei vorge-
gebener Temperatur 7' in einem Zustand der Energie E vorzufinden, ist stets proportional zu e~ *T (dies ist
der sogenannte Boltzmannfaktor).



(b) Im R? die Ellipse 16 22 +9y* = 1, im Uhrzeigersinn mit Anfangspunkt = Endpunkt
= (0, 3) durchlaufen.

(c) Im R? eine Linie auf der Einheitskugel, die spiralférmig vom Siidpol ausgeht, sich
in vielen Windungen iiber die Siidhalbkugel auf den Aquator zubewegt, diesen
tiberquert, sich auf der Nordhalbkugel auf den Nordpol zubewegt und schlieBlich in
ihm endet (mit anderen Worten: eine Linie, die die Einheitskugel ,, umspinnt®).

Tipp: ,,Denken” Sie in Kugelkoordinaten!

4. Die Gleichung x +y = e"7¥ beschreibt eine Linie in der Ebene. Man mdchte sie gern
plotten, aber die Gleichung kann weder nach x noch nach y durch eine geschlossene
Formel aufgelost werden. Charakterisieren Sie die Linie als Kurve mittels einer geeigneten
Parameterdarstellung (in der nur geschlossene Formeln auftreten sollen, die man dann
in GeoGebra oder Mathematica eingeben kann)!

Probieren Sie zuerst ein bisschen, bevor Sie sich diesen Tipp ansehen:
jue 7 Jo1oweled sje fi — T 231G uszeg

5. Eine an den Enden aufgehadngte Kette, die unter dem Einfluss der Schwerkraft durchhangt,
beschreibt eine Kettenlinie; diese Kurve begegnet uns auch bei Hochspannungsleitungen
(siche Abbildung 1). Das Bild der parametrisierten Kurve

v [0, =R A(t) = ( cosfl(t) )

ist eine Kettenlinie zwischen den Aufhdngungspunkten P, = (0, 1) und P, = (1, cosh(1)).
Berechnen Sie die Lange dieser Kette(nlinie) und ermitteln Sie eine Parametrisierung
nach der Bogenlinge.?

Abbildung 1: Kettenlinie, Foto von Kamell5, CC BY-SA 3.0, via Wikimedia Commons; Hochspannungslei-
tung, Foto von Kreuzschnabel, CC BY-SA 3.0, via Wikimedia Commons

2Wissenswertes zu Hyperbelfunktionen finden Sie hier: https://de.wikipedia.org/wiki/Hyperbelfunktion


https://de.wikipedia.org/wiki/Hyperbelfunktion

6. Eine Kardioide oder Herzkurve entsteht, wenn man einen Kreis auf der AuBenseite eines
gegebenen festen Kreises mit gleichem Radius abrollen ldsst und dabei einen bestimmten
Punkt auf dem abrollenden Kreis verfolgt (siehe Abbildung 2). Bei geeigneter Position
der Lichtquelle kann eine Kardioide als Kaustik in einem Kaffeehaferl beobachtet werden
(haufiger handelt es sich aber um eine Nephroide).

Abbildung 2: Kardioide; Kaffeehiferl-Kaustik

Die Parameterdarstellung einer Kardioide in kartesischen Koordinaten lautet

_{ 2a(1 — cost) cost
*) = ( 2a(1 — cost)sint ) ’ t € 10, 2],

in Polarkoordinaten ist ihre Darstellung r(¢) = 2a(1 — cos ) (der Winkel ¢ wurde hier
als Parameter verwendet).

Berechnen Sie die Lange dieser Kardioide und ihren Flacheninhalt. Sie konnen fiir die
konkrete Rechnung auch ein CAS verwenden.

7. Sei v : [a,b] — R™, t — ~(t) =: x(t) eine zweimal differenzierbare Kurve. Zeigen
Sie: Die Vektoren x(t) und %(t) stehen genau dann fiir alle ¢ € [a, b] aufeinander nor-
mal, wenn der Parameter ¢ (bis auf eine etwaige additive Konstante) proportional zur
Bogenlange ist. Wenden Sie diesen Sachverhalt auf folgende Frage an: Wie muss die Be-
wegung eines Punktteilchens im Raum beschaffen sein, damit der Beschleunigungsvektor
stets normal zur Bewegungsrichtung ist?

'gH(l)XH% 91§ usuydassg :ddi|

8. Zeigen Sie, dass sich die Kriimmung einer ebenen Kurve nicht dndert, wenn die Kur-
ve um einen beliebigen Winkel gedreht wird! Sei dazu v : [a,b] — R? eine zweimal
differenzierbare Kurve, R eine 2 x 2-Rotationsmatrix und ¥ : [a,b] — R? die durch
x(t) := Rx(t) definierte gedrehte Kurve.

Zeigen Sie, dass k(t) = k(t) fir alle t € (a,b).



9. Ein (punktformig angenommenes) Fahrzeug fahrt geradeaus, dann in eine Kurve und
danach wieder geradeaus. Zur Zeit t befindet es sich am Ort x(¢) € R2. Wie bekannt,
ist x(t) die (vektorielle) Momentangeschwindigkeit und %(¢) die (vektorielle) Momen-
tanbeschleunigung zur Zeit ¢. Die dritte Ableitung X (¢) heiBt , Ruck" (englisch jerk).
Warum? Wieso spielt diese GroBe und eine Kurve namens Klothoide beim StraBen- und
Schienenbau eine Rolle? Siehe dazu auch https://de.wikipedia.org/wiki/Ruck, https:
//de.wikipedia.org/wiki/Klothoide und https://www.amazon.com/dp/B07KW7XFXI.

10. Einer Kardioide (die einen Spezialfall einer Epizykloide darstellt) verwandte Kurven sind
Epitrochoiden, die entstehen, wenn ein Kreis mit Radius r auBen auf einem feststehen-
den Kreis mit Radius R abrollt. Wir verfolgen dabei einen in Bezug auf den rollenden
Kreis fixierten Punkt P (sihe Abbildung 3). Die Parameterdarstellung einer allgemeinen
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Abbildung 3: Epitrochoide

Epitrochoide lautet o) = (R+7) cosa—dcos(@a),

y(a) = (R+r)sina — dsin(fa),

wobei « der in Abbildung 3 eingezeichnete Winkel ist. Plotten Sie diese Kurve mit Geo-
Gebra (Befehl Kurve) unter Verwendung von Schiebereglern fiir die Parameter r, R und
d (Intervall fiir a hinreichend groB wahlen, damit sich eine geschlossene Kurve ergibt).
Variieren Sie diese Parameter und fiigen Sie lhrer Abgabe ein Bild jener Epitrochoide
bei, die lhnen am besten gefallt.

Anmerkungen: Epitrochoiden und Hypotrochoiden sind genau jene Kurven, die sich mit
einem Spirograph erzeugen lassen: https://nathanfriend.io/inspirograph/.

Weitere interessante Kurven findet man etwa im Famous Curve Index: https: //mathshistory.
st-andrews.ac.uk/Curves/
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